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1 Informations sur ce chapitre

Le B.O. précise que l'analyse est une branche centrale des mathématiques et un outil
puissant de modélisation qui permet 1’étude de phénomeénes issus d’autres disciplines.
Les équations différentielles sont introduites sur des cas simples en tant qu’équations dont
I'inconnue est une fonction. L’équation ¥’ = f permet d’introduire la notion de primitive,
la recherche d’une primitive étant associée au « probléme inverse » de la dérivation. Les
équations du type ¢y = ay + b ont une importance considérable dans des problémes de
modélisation.

Ainsi, ce chapitre commence naturellement par la présentation de la notion d’équation
différentielle, et propose ensuite un tableau de primitives obtenu par lecture inverse du
tableau de dérivées.

Les exercices proposés sont trés calculatoires au départ, pour permettre aux éléves de
bien maitriser les techniques de calcul. Une fois les automatismes acquis, les problémes
de modélisation, présents plutot en fin de chapitre, pourront étre abordés pour découvrir
un nouvel aspect des équations différentielles.

2 Avant de commencer

2.1 Corrigés des exercices
Corrigé exercice 1 :

On a Dy = Dy = R et, pour tout z € R, f'(z) = 2.

On a D, =Dy =R et, pour tout z € R, ¢'(z) = 2z.

La fonction x — /x est définie mais non dérivable en 0 donc Dy, = [0; +00[, Dy = |0; +00]
et, pour tout x > 0, h'(z) = #5

On a Dy = Dy = R* et, pour tout x € R*, k'(x) = _ILQ,
On a D; = Dy = R et, pour tout = € R, ¢'(x) = e”.

Corrigé exercice 2 :

La fonction f est dérivable sur R* en tant que somme de fonctions dérivables sur R*. On
3
a Dy =Dy = R* et, pour tout « € R*, f/(z) =2z — & = 21,

22

Corrigé exercice 3 :

La fonction z — +/z est définie mais non dérivable en 0. La fonction x — 3z + 2 est
dérivable sur R donc, par produit, D, = [0; +oo] et Dy = |0;+o00[. La fonction f : z —
u(z)v(x) admet comme dérivée la fonction f' : z +— v/ (x)v(z)+u(z)v'(x) sur son ensemble
de dérivation. Ainsi, en posant u(z) = y/z et v(x) = 3x + 2 on obtient, pour tout x > 0,

g(x) = 5i= (Br +2) + vz x 3 = SEZBVDANE _ 9wz _ Volgrdd)

Corrigé exercice 4 :

La fonction A n’est pas définie ni dérivable en 0 donc D), = D;, = R*. La fonction h est
de la forme x +— win, avec n € N*. Or la dérivée d’'une telle fonction sur son ensemble de
dérivation est donnée par @ — ——"+. D’ou, pour tout z € R*, W' (z) = —2.
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Pour tout # € R, 22 +1 > 0 donc D, = Dy = R. La fonction f : o uz) admet

v(z)
T = “(x)”(i)(;;é(x)” @) sur son ensemble de dérivation.

Ainsi, en posant u(z) = 2?2 + x + 1 et v(z) = 2° + 1 on obtient, pour tout » € R,
P o (2z+1)<x2+1)—(az2+x+1)><2x o 1—g2
K(z) = (x2+1)? - (x2+x1)2‘

comme dérivée la fonction f’ :

Corrigé exercice 5 :

On rappelle que la fonction f : z +— g(ax + b) admet comme dérivée la fonction f': z —
a x ¢'(ax + b) sur son ensemble de dérivation. En appliquant cette formule, on obtient
D, = Dy = R et, pour tout = € R, v/(z) = 4 x (=3) (2—32)""" = —12(2 — 32)®. v(x)
existe si, et seulement si, 1 —2x > 0 < z < % donc D, = ]—oo; %} De plus, la fonction
x +— +/x est dérivable sur ]0; +00[ donc D, = }—oo; % [ En appliquant la formule donnée

. 1 / _ (1—21)/ _ —1
ci-dessus, on a, pour tout z < 3, v (x) = Vi — Vi

Corrigé exercice 6 :

On rappelle que, pour tous a et b appartenant & R, e® x e’ = e+, i—z =e* et (e7) = .

On en déduit les réponses suivantes.

1. f(l') — 632+2 % 874:1: — e3:p+274:p — e2fz

S5x+2 _
2. g(l’) — e62 — e5x+2 2 _ e5x

3. h(z) = (e571)? x o720 = 2e+]) x =20 — 20+22w _ o2

_ et 3p41-20+41-2 _ .z
4. k?(l’) = Za—IxeZ — € =€

Corrigé exercice 7 :

La fonction f est le produit de = — z, fonction affine dérivable sur R, par la composée de
x — —2x avec la fonction exponentielle, toutes deux dérivables sur R, donc Dy = R. Et,
pour tout z € R, f'(z) = e + 2 x (—2)e > = (1 — 2z) e~ ?*. Donc pour tout z € R,
fl(z) +2f(x) = (1 —2z) e + 2262 = ™22,

Corrigé exercice 8 :

Pour tout z € R, 22 + z 4+ 1 > 0 donc D, = R. La dérivée des fonctions de la forme

z — g(h(z)) est donnée par = — h'(z)g’ (h(z)). On obtient ainsi, pour tout z € R,

u’(x) o 27+1 _ (2z+D)Vz2+a+1
Co2valtatl 2(z2+x+1) . '
v est une fonction polynéme donc D, = R. En utilisant la méme formule, on obtient, pour

tout z € R, v'(z) = 42z + 1) (@*+z+1)"" =422+ 1) (a2 +2+1). La fonction
exponentielle est définie sur R donc D,, = R et, pour tout z € R, la formule de dérivation
d’une composition donne w'(z) = (2 4 1) e* To+1,

Corrigé exercice 9 :

1. La fonction f est la composée de la fonction affine x — 2x par la fonction exponen-
tielle, toutes deux dérivables sur R, donc Dy = R et, pour tout 2 € R, f'(x) = 2.
La fonction g est le produit de x +— —1, fonction constante dérivable sur R, par la
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composée de la fonction affine x — 1—2x avec la fonction exponentielle, toutes deux
dérivables sur R, donc Dy = R et, pour tout z € R, ¢'(z) = — (—2) ' 72 = 2¢' 2.

b si, et seulement si, a = b. Donc

1
1

2. a. Pour tous a et b appartenant a R, e* = e
e =l s p=1-wedr=1c=

b. Soit @ un réel. Les coefficients directeurs des tangentes a C; et C, au point
d’abscisse a sont respectivement f'(a) et ¢’(a). D’aprés la question précédente,
fl(a) = ¢'(a) & 2e** =22 & a = 1. On adonc f' (1) =2ye =g (3).
Cela signifie qu’au point d’abscisse }1, les tangentes aux courbes C; et C, ont le
méme coefficient directeur : 24/e. On en conclut que les tangentes aux courbes

Cs et C, au point d’abscisse }l sont paralléles.
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3 Activités

3.1 Activité A : Un nouveau type d’équation

1. La fonction f est le produit de uw : x + 3, fonction constante dérivable sur R,
avec la composée de v : x — 2x, fonction affine dérivable sur R, par la fonction
exponentielle, dérivable sur R, donc Dy, = R. Et, pour tout z € R, f'(z) = 3 x
2e?* = 6e**. Donc, pour tout z € R, f’ (x)—2f (x) = 6e** —2x 3e** = 6e** —6e** = (.
La fonction f vérifie donc bien I'égalité f' — 2f = 0.

2. a. La fonction f est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables.
Pour tout x € R, f'(x) = 3 x 4e*® = 12e*®. Donc on a bien, pour tout = € R,
Af () —6 =43¢ +3) =6 =12 + 6 — 6 = 12¢*” = f'(z). f est donc
solution de I'équation différentielle vy = 4y — 6.

b. La fonction g est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables.
Pour tout x € R, ¢’ (x) = 4e”. D’ot, pour tout z € R4g (z) —6 = 4 (4e” — 6) —
6 = 16e” — 24 — 6 = 16e” — 30 # ¢’ (x). Donc g n’est pas solution de ’équation
y =4y — 6.

c. La fonction h est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables.
Pour tout z € R, I/ (z) = 5 x 4e?® = 20e?®. D’ou, pour tout = € R,4h (x) — 6 =
4(5e* +3) — 6 = 20e* +6 — 6 = 20’ = h/(x). Donc h est solution de
I’équation 3y’ = 4y — 6.

Bilan :

Une équation différentielle est une équation dont les solutions sont des fonctions dérivables.
Il n’y a pas unicité de la solution. En effet, f et h, par exemple, sont solutions de la méme
équation différentielle y' = 4y — 6.

3.2 Activité B : Mouvement rectiligne

Questions :
Partie A
1. On commence par convertir les vitesses en km-h en m-s1: 61,2 kim-h't = $2% m.g°!
= 17 m-s; 2448 kbt = 23880 mest = 68 m-s!. On utilise ensuite la formule
donnée dans le bloc aide : a (f) = 8= = 0,34 m-s.

2. On cherche v tel que, pour tout 0 < t < 150, v/ (t) = 0,34. C’est une équation
différentielle dont les solutions sont de la forme v (t) = 0,34¢ + k, ou k est un réel.
On remarque en effet que, si on dérive cette expression, on obtient bien v’ (t) = 0, 34.
On sait, de plus, qu’au temps ¢t = 0, la vitesse du train est de 17 m-st. Cela nous
permet de déterminer la valeur de la constante k : v (0) = 17 < k = 17 donc
v(t) =0,34t + 17.

3. On pose : pour tout t € [0;150], z (t) = 0,34 X % + 17t +k =0,17t2 + 17t + k, ou
k est un réel. On a bien 2’ (t) = 0,34t + 17. Au temps ¢t = 0, on a x (0) = 0 d’ou
k = 0. On a donc au final, pour tout ¢ € [0; 150], z (t) = 0, 17t> + 17t.
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4.

Au bout de 150 secondes, le TGV a parcouru z (150) = 0,17 x 1502 +17 x 150 = 6375

meétres.

Partie B

Par hypothése a (t) = —0,75 m-s2. On cherche donc v tel que, pour tout ¢ > 0,
V' (t) = —0,75. Pour tout ¢t > 0, soit v (t) = —0,75¢ + k, ou k est un réel. De plus,
au temps ¢t = 0, le train se déplace avec une vitesse de 84 m-st. D’ou v (0) = 84 &
k = 84, et donc v (t) = —0, 75t + 84. Le train sera a 'arrét lorsque sa Vitesse sera
nulle. On cherche donc ¢ > 0 tel que v(t) =0: —0,75t+ 841 =0 <t = 075 =112
secondes. Le train sera a l'arrét au bout de 112 secondes.

On cherche maintenant x (¢), pour ¢t > 0, tel que 2’ (t) = —0,75¢ + 84. On a donc
x(t) =—0,75 X % + 84t + k = —0, 375t + 84t + k, avec k un réel. De plus z (0) =
0 < k=0 donc x (t) = —0, 375t + 84t.

Pendant les 112 secondes de freinage, le TGV a parcouru x (112) = —0, 375 x 112 +
84 x 112 = 4704 métres soit environ 4,7 kilométres.

Bilan :

1.

2.

3.3

La fonction définie sur R par t — at est une primitive sur R de la fonction constante
t — a, avec a réel.

La fonction définie sur R par ¢t — m% + pt est une primitive sur R de la fonction
affine t — mt + p, avec m et préels.

Activité C : Circuit électrique RL

Questions :

1.

=)

OnaU=Li(t)+ Ri(t) < Li'(t) = —Ri(t)+ U < i’ (t) = —&i ()

U
7, ce
correspond bien & une expression de la forme 2’ = mx + p, avec m = — =

et p

hmg

+
B
L

-+

. Pour tout t > 0, —£& (Z (t) — Q) = —%i (t) +% x & =1(t).

L R R

a. La dérivée de x — —% est égale a 0 car il s’agit d'une fonction constante. On
a donc, pour tout t > 0, ¢ (t) =4’ (¢).

b. En remplagant y (¢) par son expression, on obtient, pour tout ¢ > 0, —%y (t) =

—g (i (t) = %) = (t) = ¢ (t). Donc y est solution de I'équation (Es) : y =

_Ey‘

a. Comme (E,) est de la forme y = ay, ses solutions sont de la forme t — ce™,
ol ¢ est réel. On a ainsi y (£) = ce 2"
b. On utilise la relation entre y (¢) et i (¢). Pour tout t > 0, y (¢) = i(t) — % &

) U_uU ~B
i(t)=y(t)+F=F+cet

Li(0)=0e%+c’=0%+c=0c=-4

. En remplagant dans I’expression de ¢ la valeur de ¢ par celle obtenue dans la question

précédente, on obtient, pour tout ¢ > 0, que i (t) = & — %e’%t =2 (1 - e’%t).
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7. La fonction i définie, pour tout ¢ > 0, par i (t) = % (1 — e’%t> est dérivable sur
0; +oo[. Et, pour tout t € [0; +o0[, 7' (t) = ¥ x Bo-7t = Up=Tt Diout L x ' (t) +
RX 1 L
Rxi(t)=LxYe ft 4+ Rxi(t)=Y (1 —e*%t> — Ue £+ U —Ue £ = U. Donc
la fonction i vérifie bien I'équation différentielle. De plus, i (0) = & <1 — e_%o) =

% (1 —1) = 0. Donc i vérifie aussi la condition initiale.

Bilan :

Lorsqu’on doit résoudre une équation différentielle de la forme 2/ = ma+p, on peut utiliser

la fonction intermédiaire y = x + £ qui permet de transformer I'équation différentielle
initiale en une équation différentielle du type 3’ = my. En effet, y=a + 2 ST =y- z
et on a y’ = 2’ (car £ est une constante). Et I'équation 2’ = ma + p s’écrit alors ' =
m (y — %) +pe vy =my—p+p< y = my. Cette équation différentielle, qui est
équivalente a I’équation différentielle initiale, peut étre facilement résolue.
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4 Auto-évaluation

Corrigé exercice 10 :

f est une fonction polynéme donc f est dérivable sur R, ce qui implique que f est conti-
nue sur R et donc que f admet des primitives sur R. Puisque, par abus de notation,
(z%) = 322, (2?)" = 2z et (z) = 1, f admet pour primitives sur R les fonctions de la
forme x — 23 — 22 + 2 + k, ot k est un réel. En prenant £ = 0, on obtient alors que
x +— 2% — 2% + x est une primitive de f sur R.

Réponse : ¢

Corrigé exercice 11 :

Soit f la fonction définie, pour tout x € R, par f(z) = 3¢3*. Soient maintenant les fonc-
tions u et v définies sur R respectivement par u(z) = 3z et v(z) = e*. Alors D,y = Dy =R
et, pour tout z € R, u/(z) = 3 et v'(z) = €. Donc f = u' x (v' ou) et admet donc pour
primitives sur R les fonctions de la forme x +— v ou (x) + k, avec k € R. Les solutions de
y' = f sont donc les fonctions définies sur R par x +— €3 +k, ou k est un réel. Pour finir,
on calcule k : F(0) = -1 e +k=-11+k= -1« k= —2. La solution F de
I'équation différentielle y' = 3e3* telle que F(0) = —1 est donc la fonction définie sur R
par F(z) = e — 2.

’ Réponse : b ‘

Corrigé exercice 12 :

L’équation différentielle 3y’ + 3y = 0, que 'on peut aussi écrire ' = —3y, admet pour
solutions les fonctions définies sur R par x — Ce™3%, ott C est un réel.

Réponse : a

Corrigé exercice 13 :

L’équation (E) : ¢y’ = 2y+3 est de la forme 3y’ = ay+b dont les solutions sont les fonctions

définies sur R par z — Ce™ — 2 on C est un réel. Donc les solutions de (E) sont les

fonctions définies sur R par x +— Ce** — 2, ott C est un réel.

27
Réponse : ¢

Corrigé exercice 14 :

Soit f la fonction définie, pour tout z € R, par f(z) = 2z (22 4+ 1)*. Soient maintenant
les fonctions u et v définies sur R respectivement par u(z) = 22 + 1 et v(z) = % Alors
Dw = Dy = R et, pour tout z € R, v/(z) = 2z et v/(x) = 2% Donc f = u' x (v ou) et
admet donc pour primitives sur R les fonctions de la forme x +— vou (x)+ k, avec k € R.

9 3
Les solutions de 4/ = f sont donc les fonctions définies sur R par x > C ;1) +k,ouk € R.

’ Réponses : b et d ‘
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Corrigé exercice 15 :

Les solutions de 3’ = ey sont les fonctions définies sur R par x +— Ce®, ou C est un
réel. Pour C' = 0, on obtient la solution x + 0. Pour C' = 1, on obtient la solution
x — e, Pour C' = 2, on obtient la solution z + 2¢°*. Pour C' = 2e, on obtient la solution
T 2e X % et 2e x ¥ = 2e! x % = 2t

’ Réponses : a, b, c et d ‘

Corrigé exercice 16 :

L’équation différentielle (E) : ¢/ —ey = e < 3/ = ey + e est de la forme y' = ay + b
dont les solutions sont les fonctions définies sur R par x — Ce™ — g, ou C' est un réel.
Donc les solutions de (F) sont les fonctions définies sur R par x — C'e® — 1, ou C' est un
réel. Pour C' = 1, on obtient la solution x + e** — 1. Pour C' = 2, on obtient la solution

2+ 2¢®® — 1. Pour C' = —1, on obtient la solution x + —e®®~!,

’ Réponses : a, c et d ‘

Corrigé exercice 17 :

Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) = (2% — 1) e7*. Alors cette fonction est dérivable
sur R comme produit de la fonction polynéme z + 22 — 1 par la composée de la fonction
affine x — —x avec la fonction exponentielle, toutes dérivables sur R. Et, pour tout
r €R, ¢(x) =2z + (22— 1) x (—1) x e® = (—2? + 2x + 1) e*. Donc, pour tout
reR, P (2)+2p(x) = (—2? +2x + 1) e ®+2(2? — 1) e = (—2? + 2z + 1+ 22% — 2) e
= (2% + 22 — 1) e ®. Donc ¢ est une solution particuliére de I'équation (E) : 3/ + 2y =
(22 +2z —1)e ™.

L’équation homogéne associée iy + 2y = 0 < ' = —2y a pour solutions les fonctions
définies sur R par  — Ce 2 ou C est un réel. Les solutions de (FE) sont donc les
fonctions définies sur R par x — Ce " 4+ (22 — 1) ™%, ou C est un réel.

Pour C = 0, on obtient alors la solution z + (22 —1)e™®; et pour C' = 1, la solution
T e 4 (z2—1)e "

’ Réponses : ¢ et d ‘

Corrigé exercice 18 :

1. ¢ est dérivable sur R comme produit de la fonction affine x — x par la composée
de la fonction affine z — 3z par la fonction exponentielle, ces fonctions étant toutes
dérivables sur R. Et, pour tout z € R, ¢/(z) = €3* 4 3ze*® = (32 + 1) €3*. Donc,
pour tout z € R, ¢'(z) — 3p(z) = (3z + 1 — 3z) * = €. Et donc ¢ est bien une
solution particuliére de (F).

2. Les solutions de I’équation homogene associée (Ey) : v/ — 3y = 0 < 3/ = 3y sont les
solutions définies sur R par z — Ce3®, ot C est un réel.

3. Soit y solution de (E). Alors y — ¢ est dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables sur R. Et (y — @) =3 (y — @) = (y/ — 3y)— (¢’ — 3p) = ¥ —e3* =0 car y
et ¢ sont solutions de (E). Donc y—¢ est solution de (Ej). Réciproquement, soit y—
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solution de (Eyp). Alors y = y — ¢+ ¢ est dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivablessur R.Et =3y = (y — o+ ) =3y —p—¢) = ((y—¢) =3y — ¢))+
¢ —3p = ¢ — 3¢ car y — @ est solution de (Ep). Or, ¢ est solution de (F) donc
¢’ — 3p = €3, Et donc 3y — 3y = €3*. Ainsi y est bien solution de (E).

4. Par conséquent, les solutions de (F) s’écrivent comme somme de ¢ et d’une solution
de (Ej). Ce sont donc les fonctions définies sur R par z + (z + C') €3*, ou C est un
réel.

5. Les solutions de (F) sont les fonctions définies sur R par Fp : x +— (z+ C) e,
ou C est un réel. On cherche maintenant C' € R tel que F¢ (%) = e, c’est a dire
(:+C) X5 =e e (:+C) =e < C =2 En conclusion, la solution F' de (E)
telle que F (%) = e est donc la fonction définie sur R par F(x) = (x + %) e,

Document sous licence libre Creative Commons

©108le)



@ lelivrescolaire.fr 11

Editeur de manuels scolaires collaboratifs et innovants

Livre du professeur - Mathématiques Tle Spécialité - Chapitre 10 : Primitives - Equations différentielles

5 TP/TICE

5.1 Corrigé du TP 1

Questions préliminaires

1. $1:J]0+h:het$2:$1+h:2h.

2. Par définition, f’(z,) = lim w = lim M Dong, si h est proche

h—0
de 0, —f@”“i);f(x") ~ [ (x,).

3. D’aprés la question précédente, on a f’

h—0

~ f(@n )—f(zn

), lorsque h est proche de

0. Ce qu‘on peut réécrire f (x,41) =~ f (z,) +hf' (z,). Or, puisque f est solution de
(E):y =e ™ onabien f (2p1) & f (x,) + he =, lorsque h est proche de 0.

4. a. Les points P, (x,;y,) approchent les points M, (z,; f (z,)) en utilisant I'ap-
proximation de la question précédente. En remplacant f (z,,) par y, et f (zn41)
par y,.1, on obtient bien y,,1 = y, + he=®n.

b. Etant donné que f(0) = 1, on doit avoir o = 1.

c. En utilisant la formule, on obtient y; = yo + hf'(z0) = 1+ hf'(0) = 1+ he® =
l+hetyy=uy1+hf(x1) =1+h+hf(h)=1+h+he? =1+h (1 +e_h2)

Meéthode 1 : Tableur

1. On entre en D2 la valeur de h (dans ce cas h = 0,1). On pourra ainsi utiliser la
cellule D2 dans la suite de cette méthode (en n’oubliant pas d’utiliser le symbole «
$ » avant le chiffre, afin de fixer la cellule quand on la recopie vers le bas). On entre

=B2+D$2 et =C2+D$2*exp(-B2*B2).

En étirant ces formules vers le bas, on obtient le tableau suivant.

respectivement en B3 et C3 les formules :

Pas h

0,1

A B ¢
1 n Xn Yn
2 0 0 1
3 1 0.1 11
4 2 0,2 1,199004983
5 3 0,3 1,295083927
[ 4 04 1,386477046
7 5 05 1,471691425
8 6 0,6 1,549571503
9 7 0,7 1,619339136
10 8 0,8 1,680601775
11 9 0,9 1,733331017
12 10 1 1,777816824
13 11 1.1 1,814604768
14 12 1,2 1,844424496
15 13 1,3 1,868117272
16 14 1.4 1,886569224
17 15 1,5 1,900655066
18 16 1,6 1,911194989
19 17 1.7 1,918925463
20 18 1,8 1,924483084
21 19 1.9 1,928399474
22 20 2 1,831104658
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2. En sélectionnant les données des colonnes B et C et en utilisant ’outil d’insertion
de graphique du tableur, on obtient la courbe suivante.

yn par rapport a xn

......l'
P

0.5

0,25 05 0,75 1 1.25 15 1,75

Ces points représentent donc une approximation de la primitive de la fonction x +—
e~**. Pour obtenir une approximation plus précise, il est possible de réduire le pas
h utilisé (voir ci-dessous I’approximation avec h = 0,01).

yn par rapport a xn
2

15

¥n

0.5
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1. On veut diviser I'intervalle [0;2] en 20 intervalles pour obtenir 21 points d’abscisses

Zo,T1,...,To. On a donc

2. On utilise la formule y,, 41

h=2%2=0,1.

2 1. 4 . L. . .
= Y, +he ™" démontrée dans les questions préliminaires,

pour créer la fonction approximation.

1 from math import exp

2

3 def approximation(x,y,h):
4| returny+h*exp(-x**23))

3. a. Voici un programme

1
Fa
3

4|

5
6
7
8
9
1@
11
12
13

possible.

from math import exp

def approximation(x,y,h):
returny+h*exp(-x**2))

def Euler(x@, y@, h):
print(x@, y@)
while x@ <= 2 :
y@ = approximation(x@, y@, h)
X0 = x@ + h
print(x@, y@)

Euler(@, 1, 0.1)

b. On commence par importer le module matplotlib avec la commande import

matplotlib.pyplot as
retourne deux listes
Voici un programme

plt. Il faut ensuite modifier la fonction Euler pour qu’elle
contenant respectivement les différentes de x,, et de y,.
possible.

1 from math import exp

2 import matplotlib.pyplot as plt
=

4 def approximation(x,y,h):

5| returnCy + h*exp(-x**2))

6

7 def Euler(x@, y@, h):
8| yn = [1]

9| xn = [0]

10| while x@ <= 2 :

L | y@ = approximation(x@, y@, h)
12 X0 =x0 + h

13 yn.append(y@)

14 xn.append(x@)

15| return xn, yn

16

17 fig = plt.figure()

18 ax = plt.axes(Q)

19 xn, yn = Euler(@, 1, 0.1)
20 ax.plot(xn, yn)

21 plt.show()
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Les commandes des lignes 17 a 20 permettent respectivement de :

e créer un repére pour tracer une courbe;

e récupérer les valeurs x,, et y, renvoyées par la fonction Euler ;
e représenter les points de coordonnées (x,,;y,) dans le repére ;
e afficher la figure.

1.8 4

1.6+

1.4 4

1.2 4

1.0 1

000 025 050 075 100 125 150 175 2.00
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5.2 Corrigé du TP 2

Questions préliminaires :

1. Posons, pour tout z € R, ¢(x) = mz + p, avec m et p deux réels a déterminer. ¢
est définie et dérivable sur R et, pour tout z € R, ¢/(z) = m. Donc ¢ est solution
de (E) si, et seulement si, pour tout z € R, m + mx + p = z. On résout alors le

m-+p=20 p=-m=—1
que, pour tout x € R, p(z) = x — 1, est solution de 'équation (F).

. m=1 m=1 . )
systéme & et on obtient que la fonction ¢ telle

2. Les solutions de I’équation (Ey) sont les fonctions définies et dérivables sur R, et de la
forme x — ke™", ou k est constante réelle. Or, les solutions de (£) sont données par
la somme d’une solution de 1’équation homogeéne (Ejy) et d’'une solution particuliére
de (E). On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions fi, ot k est un réel,
définies sur R par fi(z) = ke ™ + 2z — 1.

3. fr(0) =1 kee® +0—1=1<% ko = 2. La solution f, de (E) telle que f, (0) =1
est donc fo, définie pour tout z € R par fo(z) =2e ™ +x — 1.

Méthode 1 : Geogebra
1. a.

b. On obtient les courbes ci-dessous.

c. On peut conjecturer que :

e pour k < 0, fi est croissante sur R;
e pour k > 0, fi est décroissante sur |—oo; ay| et croissante sur |ag; 400
avec oy, = In(k).

d. Pour tout z € R, f{(z) = — fp(x)+x = —ke ™ *—x+142 = 1—ke™*. On procéde
ensuite par disjonction de cas : ler cas : k < 0 Dans ce cas pour tout € R,
—ke™ >0« 1—ke ™ > 1> 0 et donc, pour tout k& < 0, fi est croissante
sur R. 2nd cas : £ > 0 Alors pour tout x € R, fi(z) 20 1 —ke ™ >0
S 1z2ke™ < e 2 k< x> In(k). On en déduit que, pour tout k£ > 0, fi est
décroissante sur |—oo;In(k)] et croissante sur |In(k); +o00].
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2. a. On obtient les courbes ci-dessous.

On peut alors conjecturer que :

e pour k < 0, C;, est en dessous de A ;
e pour k > 0, Cy, est au-dessus de A ;
e pour k =0, Cp et A sont confondues.
b. Pour tout z € R, étudions le signe de fi(z) — (z — 1) = ke™*. Puisque, pour

tout z € R, e™ > 0, alors cette expression est du signe de k. On en déduit
que :

e si k <0, alors, pour tout z € R, fi(z) —(x—1) <0< fr(z) <2 —1 donc
Cy, est en dessous de A ;

e si k> 0, alors, pour tout z € R, fi(z) —(x—1) >0 < fr(z) >z —1 donc
Cy, est au-dessus de A ;

e pour k = 0, alors, pour tout z € R, fy(x) = x — 1 donc C et A sont
confondues.

3. a. On obtient la figure ci-dessous.

On peut donc conjecturer quune seule courbe Cy passe par le point J(0;1).

b. fr(0)=1% ke® —1 =14 k=2 Donc C; est 'unique courbe C;, passant par
le point J(0;1).
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4. a. Dans la question 1.d. on a montré que, pour tout £ > 0, f, est décroissante sur
|—00; In(k)] et croissante sur |In(k); +o00[. D’ot, pour tout k > 0, fr admet un
minimum atteint en x = In(k).

b. On obtient la figure ci-dessous.

L’ensemble des points Ay de Cp d’abscisse In(k), pour k£ > 0, semble étre la
droite d’équation y = x.

c. Soit k > 0. Par définition, puisque Ay € C, Ay, a pour coordonnées (In(k); fr (In(k))).
Or, fi. (In(k)) = ke™® +In(k) —1 = eln% +In(k)—1= % +In(k) — 1 = In(k).
Donc, A, appartient bien a la droite d’équation y = x.

Méthode 2 : Python

1. Le programme Python ci-dessous fonctionne.

def solution(k,x):
y=k*exp(-x)+x-1
return y

2. a. On obtient les courbes ci-dessous.

Courbes Ci
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Courbes C_g

Courbes Cy et C—¢

-2 4

T T T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4 5

b. On peut conjecturer que, pour k > 0, la courbe C; est au-dessus de la courbe
C_g.

c. Soit k > 0. Pour tout z € R, fy(z)— f_g(x) = ke "+ —1—(—ke ™" +2—1) =
2ke™" > 0. Ainsi, pour tout z € R, fi(x)— f_x(z) > 0 < fi(x) > f_r(x). D’ou,
pour k > 0, la courbe C;, est au-dessus de la courbe C_y.

3. a. La fonction solution renvoie -~ “-“ | Donc I'image de 0 par f; est 0.

b. Cela signifie que la courbe C; de la fonction f; passe par le point O(0;0).

4. a. Soit k > 0. Pour tout z € R, f{(z) = —fr(x)+2 = —ke " —x+14+x = 1—ke ™.
Alorspourtout z € R, fi(z) >0 1-ke " 20 12 ke " e 2 ks>
In(k). On en déduit que, pour tout k > 0, fi est décroissante sur |—oo; In(k)]
et croissante sur |In(k); +oo[. D’ou, pour tout k£ > 0, fr admet un minimum
atteint en x = In(k).

b. Le programme Python ci-dessous permet d’obtenir les valeurs souhaitées.

abscisse=[log(k) for k in range(1,181)]
ordonnee=[solution(k,log(k)) for k in range(1,181)]

#on affiche les coordonnees des points 4 k
for 1 in range (2,18@):
print{abscisse[i], ordonnee[i])
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On peut alors conjecturer que, pour tout k£ > 0, 'ordonnée de Ay est égale a
son abscisse : In(k).

Ensemble des points Ag

c. Soit k > 0. Par définition, puisque Ay € Ci, Ax, a pour coordonnées (In(k); fi (In(k))).
Or, fi (In(k)) = ke™™® +1In(k)—1 = £+1In(k)—1 = In(k). Donc, Ay, appartient
bien a la droite d’équation y = x.
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6 Exercices d’applications directes

6.1 Exercices a ’oral
Corrigé exercice 19 :

Notons f et g les fonctions définies sur R par f(z) = 4x + 1 et g(z) = 4a. f et g sont
dérivables sur R et, pour tout = € R, f'(z) = 4 et ¢/(x) = 4. Donc f et g sont bien des
primitives sur R de la méme fonction définie sur R par x — 4.

Corrigé exercice 20 :

Notons f et g les fonctions définies sur R par f(z) = 22 et g(x) = 2 — 1. f et g sont
dérivables sur R et, pour tout x € R, f'(x) = 2z et ¢'(z) = 2x. Donc f et g sont bien des
solutions sur R de I’équation différentielle 3’ = 2.

Corrigé exercice 21 :

1. Comme la dérivée de la fonction racine carrée est définie sur |0; +o0[ par = — ﬁ,
alors les solutions de I’équation différentielle ¢y = ﬁi sont les fonctions définies sur
10; +00[ par y(z) = \/x + k, ol k est un réel.

2. Comme la dérivée de la fonction inverse est définie pour tout = # 0 par = — —m%,
alors les solutions sur |0; +o0o| de 'équation différentielle y' = —z% sont les fonctions
1

définies sur |0; +oo par y(x) = . + k, oul k est un réel.

3. Comme la dérivée de la fonction définie et dérivable sur ]0; +-oo[ par z — —-% est

donnée par x m%, on peut en déduire que les solutions de ’équation différentielle

y = w% sont les fonctions définies sur |0; +oo[ par y(x) = —1—12 + k, o k est un réel.

Corrigé exercice 22 :

1. Comme la fonction exponentielle est sa propre primitive sur R alors les solutions de
I'équation différentielle ' = e” sont les fonctions définies sur R par y(z) = e + k,
ol k est un réel.

2. Soit la fonction f définie sur R par f(zr) = 3e3**!1. f admet pour primitive la
fonction définie sur R par F(x) = e3**! donc les solutions de I'équation différentielle

y' = 33! sont les fonctions définies sur R par y(z) = > + k, ol k est un réel.
3. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = —322e". La fonction f est de la forme
f = ve* avec u = —2° de dérivée ' = —322, donc f admet pour primitive la

fonction définie sur R par F(z) = e *". Les solutions de I'équation différentielle

y' = 3¢ sont donc les fonctions définies sur R par y(x) = e 4k, ou k est un
réel.

Corrigé exercice 23 :

Soient a et b des réels avec a # 0. On sait que :

e les solutions de I’équation différentielle 4/ = ay sont les fonctions définies sur R par
y(z) = Ce*, on C est une constante réelle;
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e les solutions de ’équation différentielle ' = ay + b sont les fonctions définies sur R
par y(z) = Ce™ — g, ot C' est une constante réelle.

1. On est dans le cas a = 1 et b = 0 donc les solutions de y' = y sont les fonctions
définies sur R par y(z) = Ce”, ou C est un réel.

2. Ona%—i—y:O{:)%/:—y@y’:—Sy, on est donc dans le cas a = —3 et b = 0.
Les solutions de %/ +y = 0 sont donc les fonctions définies sur R par y(z) = Ce™37,
ou C' est un réel.

3.0nay —y=1<19y =y+1, on est donc dans le cas a = b = 1. Les solutions de
y' —y = 1 sont donc les fonctions définies sur R par y(x) = Ce® — 1, on C est un
réel.

4. Onady =3y—3 <y =y —1, on est donc dans le cas a = 1 et b = —1. Les
solutions de 3y’ = 3y — 3 sont donc les fonctions définies sur R par y(z) = Ce* + 1,
ou C' est un réel.

Corrigé exercice 24 :

¢ est une fonction affine donc D, = R et, pour tout z € R, ¢'(z) = 1. Donc, pour tout
r € R, 2¢(x) —p(r) =2 —2—2 = —x # x. La fonction ¢ n’est donc pas solution de
I’équation différentielle 2y’ = y + x.

Corrigé exercice 25 :

¢ est une fonction affine donc D, = R et, pour tout z € R, ¢'(z) = 1. Donc, pour tout
r€R, ¢(z)+¢(x) =1+x—1 = 2. ¢ est donc bien une solution de I’équation différentielle
Yy +y = x. D’autre part, ’équation homogeéne associée a cette équation différentielle est
Yy +y = 0 dont les solutions sont les fonctions définies sur R par x — Ce™®, avec C
réel. Par conséquent, les solutions de iy’ + y = x sont les fonctions définies sur R par
y(r) =Ce ™ +x — 1, ot C est un réel.

6.2 Exercices

Corrigé exercice 26 :

xn+1
n+1

Dans cet exercice, on utilise le fait que x — 2", avec n € N, a pour primitive x —
sur R.

1. Une primitive de x — —3 est la fonction définie sur R par x — —3z.

est la fonction définie sur R par = — 2% — %x

2. Une primitive de x +— 2x — %

3 2

e ey 2 . . .
3. Une primitive de x — % — x est la fonction définie sur R par z — % — %

4. Une primitive de z + 322+ %x — 8 est la fonction définie sur R par x — 23+ % — 8.
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Corrigé exercice 27 :

f est une fonction rationnelle donc admet des primitives sur I = |0; +oo[. Une primitive
sur [ de x — ?12 est x — —% et une primitive sur [ de z — —1 est x — —z. Ainsi, les
primitives de f sur I sont les fonctions Fj, définies sur I par Fj,(z) = —% — 2 + k, ouk est
un réel. Enfin, F(1) = -1< —1—1+k = —1 < k = 1. En conclusion, pour tout = € I,
F(z) = —1 — z + 1 est la primitive de la fonction f telle que F(1) = —1.

Corrigé exercice 28 :

La fonction exponentielle est sa propre primitive sur R. Les primitives de f sur R sont donc
les fonctions Fy(z) = €+ k, ouk est un réel. De plus, Fj,(0) =e < ®+hk=e s k=e—1.
En conclusion, pour tout z € R, F(z) = e + e — 1 est la primitive de la fonction f telle
que F(0) =

Corrigé exercice 29 :

f est une fonction polynéme donc admet des primitives sur R. Une primitive sur R de
r — 322 est  — 2 et une primitive sur R de =z — —2z est x — —z%. Ainsi, les
primitives de f sur R sont les fonctions Fj(z) = x® — 2% + k, ouk est un réel. De plus,
Fy(1) =2 1—-1+k=2<% k=2 En conclusion, pour tout z € R, F(x) = 2% — 22 + 2
est la primitive de la fonction f telle que F/(1) = 2.

Corrigé exercice 30 :

1. On sait que si u est dérivable sur I alors e est dérivable sur I et (e*)’ = u'e", donc
u'e" admet pour primitive e sur I. Avec quelques abus de notations, on obtient,
pour tout ¥ € R, f(z) = e® — 2% = e + 2 x (=1) x e™® = (%) + 2(e™®)
= (e” +2e7")". Ainsi, une primitive de z > e” — 2e™ est la fonction définie sur R
par x — e* 4 2e™".

2. Soit f la fonction définie par f(z) = = 2+3 5. f est définie sur R car 22+ 3 ne s’annule
pas sur R. Soit u la fonction définie sur R par u(x) = 2 + 3 alors D, = R et, pour
tout z € R, u '(x) = 2z. Ainsi la fonction f est de la forme “; et admet donc pour

primitive —2 sur R. Donc une primitive de z — est la fonction définie sur R

(@ 2+3)2
par x —x%%.
3. Soit f la fonction définie par f(x) = T f est définie sur R car 22 + 1 est

strictement positif sur R. Soit u la fonction définie sur R par u(z) = 2% + 1, alors
D, = R et, pour tout x € R, v/(x) = 2x. Ainsi la fonction f est de la forme X 2\F

et admet donc pour primitive % X y/u sur R. Donc une primitive de x +— ﬁ est
la fonction définie sur R par x — 2\/ x2 + 1.

4. Soit f la fonction définie par f(x) = (2’3’32_;?2. (7) existe si, et seulement si, 25—z # 0,
c’est-a-dire si, et seulement si, x # —1, x # 0 et x # 1. Ainsi, la fonction f est
définie sur [ = |—o0; —1[U |—1;0[ U ]0; 1[ U ]1; +o0[. Soit u la fonction définie sur /
par u(z) = 23 — z, alors D,y = R et donc u est dérivable Sur I De plus, pour tout
z € R, u/(x) = 32> — 1. Ainsi la fonction f est de la forme 3% = 3“ et admet donc
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9223
(z3—x)°

pour primitive 3 X (—%) sur /. Donc une primitive de x

3
x3—x°

est la fonction

définie sur [ par z — —

Corrigé exercice 31 :

1.

f est le produit de z — 22 par la composée de o — 3 avec la fonction exponentielle,
toutes les trois dérivables sur R. Donc f est dérivable sur R, et donc f est continue
sur R. f admet donc bien des primitives sur R. Soit u la fonction définie sur R par

u(z) = 2, alors D,y = R et /(z) = 322 Ainsi la fonction f est de la forme %" et

23
admet donc pour primitives les fonctions définies sur R par Fy(z) = S+ k, ot k
est un réel. De plus, Fi(1) =e = S +hk=e & k = % La primitive F' de f qui

z3
respecte la condition donnée est donc, pour tout = € R, F(z) = 63—”6

f est une fonction polyndéme, elle est donc continue sur R et admet donc des primi-
tives. Soit u la fonction définie sur R par u(z) = 1—2?, alors D, = Ret u/(x) = —2z.

. . l /3 . . l u3+1 o u_4
Ainsi, f est de la forme 5 X u'u” et admet donc pour primitive 5 X 45 = ‘. Donc

les primitives de f sont les fonctions définies sur R par Fj(x) = % +k, ou k est
un réel. De plus, F(0) = —% & % +k= —% S k= —g. La primitive ' de f qui
(1—:1:2)4—5

respecte la condition donnée est donc, pour tout z € R, F(z) =

Corrigé exercice 32 :

1.

Soit la fonction F' définie sur R par F(z) = 2x. Alors I est dérivable sur R en
tant que fonction affine et, pour tout = € R, F'(x) = 2. Ainsi F est une solution
de 'équation différentielle ¢y’ = 2. On en déduit que les solutions de ¢y’ = 2 sont les
fonctions définies sur R par y(x) = 2z + k, ot k est un réel.

Soit la fonction F' définie sur R par F(z) = x — 2. Alors F est dérivable sur R en
tant que fonction polynéme et pour tout z € R, F'(z) = 1 — 2x. Ainsi F est une
solution de I'équation différentielle ¥/ = 1 — 2z. On en déduit que les solutions de
y' =1 — 2z sont les fonctions définies sur R par y(z) = x — 2% + k, ou k est un réel.

. Soit la fonction F' définie sur R par F(z) = 322 — 3z. Alors F est dérivable sur R

2
en tant que fonction polynéme et, pour tout = € R, F'(z) = bx — 3. Ainsi F est une

solution de I’équation différentielle y' = 5z — 3. On en déduit que les solutions de
y' = bx — 3 sont les fonctions définies sur R par y(z) = %xQ —3x+ k, ot k est un
réel.

Soit la fonction F' définie sur R par F'(z) = ""”—; Alors F' est dérivable sur R en tant

que fonction polynéme et, pour tout z € R, F'(z) = £ x (23)" = 1 x 32% = 22, Ainsi
F est une solution de I’équation différentielle 3/ = 2. On en déduit que les solutions

de y' = 2% sont les fonctions définies sur R par y(z) = 22 4 k, o k est un réel.

3

Soit la fonction F définie sur R par F'(z) = 23+ x?+x. Alors F est dérivable sur R en
tant que fonction polynéme et, pour tout z € R, F'(z) = 322+2x+1. Ainsi F est une
solution de I'équation différentielle 3y = 322+ 2z + 1. On en déduit que les solutions
de y = 32% + 2z + 1 sont les fonctions définies sur R par y(x) = 2® + 22 +x + k, o
k est un réel.
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6. Soit la fonction F' définie sur R par F(z) = ‘%4. Alors F' est dérivable sur R en tant

que fonction polynome et, pour tout z € R, F'(z) = 1 x (z%)" = 1 x 42® = 23. Ainsi

F est une solution de I’équation différentielle 3y = 23. On en déduit que les solutions
. e 4 . ;

de 3 = 2® sont les fonctions définies sur R par y(x) = % + k, ol k est un réel.

Corrigé exercice 33 :

La fonction F définie sur R* par F(x) = —355 est une fonction rationnelle et est donc

dérivable sur son ensemble de définition, donc sur |0; +00[. De plus, pour tout = € ]0; +00],

Fl(z) = —3 X (z%)/ = —1 x =22 = & Donc F est solution de I'équation différentielle
Yy = x—lg, Ainsi les solutions de ’équation 1y = x—lg, sont les fonctions définies sur ]0; 00|

par y(x) = —ﬁ + k, ou k est un réel.

Corrigé exercice 34 :

La fonction = +— 22 — \/LE est la somme des fonctions z — 2% et x — —\/LE. Une primitive

x3 1

sur |0;+oo[ de x — x* est x +— . Une primitive sur ]0;+o0[ de = — 75 ost ¥
—24/x. Donc, par somme, une primitive sur ]0; +oo[ de z — 2 — \/LE est T — % — 2/x.
Ainsi, les solutions de I’équation y' = x? — \/LE sont les fonctions définies sur |0; +o00[ par
y(z) = 32% — 2/ + k, ou k est un réel.

Corrigé exercice 35 :

1. Soit F(z) = 221 pour z € I = |—1;400[. On pose u(z) = e” et v(z) = 2z +1 alors

u et v sont définies et dérivables sur R, donc sur /. De plus v ne s’annule pas sur /.

Par conséquent F' = = est dérivable sur I et F' = % Ainsi, pour tout x € I,

/ _ e"(2z+1)—2e* _ (2z—1)e”
F(z) = (2z+1)2 T (22+1)?

= f(x). Donc F est bien une primitive de f sur I.

2. Soit F(z) = (—6z — 14) e %" —1 4z pour x € R. Alors F est dérivable sur I comme
somme, produit et composée de fonctions dérivables sur I. Et, pour tout z € I,
F'(x) = —6e7 %07+ (—62—14)x (—0,6)e %07 —1 4 = (-6 + 3,6z + 8,4) e 0" —1,4 =
(3,60 +2,4)e7 %62 — 1 4 = f(z). Donc F est bien une primitive de f sur I.

Corrigé exercice 36 :

1. En tant que fonction polynéome f admet des primitives sur R. Comme, pour tout

n € N, x — 2" a pour primitive z +—> f::ll sur R, alors f a pour primitive la
fonction F' définie sur R par z — % —3 X % + 5x. Ainsi, les fonctions de la forme
F(x) = ta3 — %:1:2 + 5z +d, o d est un réel quelconque, sont une primitive de f sur

3
R.

2. En tant que fonction polyndéme f admet des primitives sur R. Comme, pour tout

e e n+1 e . .
n € N, x — 2™ a pour primitive x — £— sur R, alors f a pour primitive la fonction
) n+1 )

, . 3 2 . . .
F' définie sur R par o — —5 X % + 7 x 5 — x. Ainsi, les fonctions de la forme
x— —32% + 22 — 2 4 d, ot d est un réel quelconque, sont une primitive de f sur

R.
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Corrigé exercice 37 :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —e”. La fonction exponentielle est sa propre
primitive sur R, donc les primitives de f sur R sont les fonctions x +— —e® + k, o1 k est
un réel. Et donc les solutions de 3y’ = —e” sont définies sur R par y(z) = —e” + k, ou k
est un réel.

Corrigé exercice 38 :

Pour toute fonction u définie sur I, une primitive de u'e* est e“.

1. Posons f(x) = —2e™ 2% et u(x) = —2z,0n a D,y = Ret, pour tout z € R, v/(x) = —2.
Ainsi f = v/e* donc f a pour primitive sur R la fonction 2 — e~2*. Donc les solutions
de ¥ = —2e7%* sont définies sur R par y(z) = e ** + k, ou k est un réel.

2. Posons f(z) = 4e™® et u(x) = =5z, on a D,y = R et, pour tout = € R, v/(z) = —5.
Ainsi f = —%u’ e* donc f a pour primitive sur R la fonction x —%e*‘r’x. Donc les
solutions de 3 = 4e~>* sont définies sur R par y(z) = —%e*@” + k, ou k est un réel.

3. Posons f(z) = —2e% " et u(z) = 62—7,on a D,y = Ret, pour tout z € R, u'(x) = 6.
Ainsi f = —%u’ e* donc f a pour primitive sur R la fonction z —%eﬁ‘”q. Donc les
solutions de y' = —2e5~7 sont définies sur R par y(z) = —3e5 7 + k, ou k est un
réel.

2 ona D, = Ret, pour tout z € R, v/(z) = —2x.

2
" Donc les

4. Posons f(x) = ze~* et u(z) = —x
Ainsi f = —%u’ e donc f a pour primitive sur R la fonction x — —%e_

1 . —x

** sont définies sur R par y(z) = —5e * +k, ou k est un réel.

solutions de 3/ = xe™

Corrigé exercice 39 :

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = z— 1. f est une fonction polyndme, elle admet

donc des primitives sur R. Une primitive sur R de x — x est x — %, et une primitive

sur R de z — —1 est  — —x. Ainsi, les solutions de iy = x — 1 sur R sont les fonctions
Fi(z) = % —x+k, avec k réel. De plus, Fj(1) = -1 1 —1+k=-14 k= —1 Donc,
la solution de 3y’ = x — 1 vérifiant la condition initiale est la fonction définie pour tout

r€Rpar Fl) =% —z — L.

Corrigé exercice 40 :

2

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2 — x + 1. f est une fonction polyndme,

e ey e ey 3
elle admet donc des primitives sur R. Une primitive sur R de z +— 2% est x %, une
. .. 2 . oy
primitive sur R de # — —z est x — —% et une primitive sur R de # — 1 est z — z.

Ainsi, les solutions de 3 = 2 — z + 1 sur R sont les fonctions Fy(z) = % - ‘%2 +z+k, ou

k est un réel. De plus, F;(0) = 0 < k = 0. Donc, la solution de 3 = 2? — x + 1 vérifiant

la condition initiale est la fonction définie pour tout z € R par F(z) = % - % + .

Corrigé exercice 41 :

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2 + x + x—12 f est une fonction rationnelle,
elle admet donc des primitives sur son ensemble de définition R*. Une primitive sur R de
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T x est £ — %, une primitive sur R de x x est x |—> 2 ot une primitive sur R* de
T+ 5 est £ — —=. Ainsi, les solutions de y = 2° + = —|— sur ]O +oo] sont les fonctions

Fi(x ) = ——|——— —|—k; oukest unreel Deplus, Fr(1) =3 & 1 +i—-1+k=2 k=1
Donc, la solutlon de y = 23 —i— T+ = L vérifiant la condltlon 1n1t1ale est la fonctlon définie
pour tout > 0 par F(z) = % +7—;+1.

Corrigé exercice 42 :

L’équation différentielle peut se réécrire 3y’ = % . x% + x% Ainsi, les solutions de cette

équation sont les fonctions, définies pour tout x < 0, par Fi(z) = —% + % — ﬁ + k, ou
k est un réel De plus, Fi(-1)=1<2+2 -1+ k=1« k= -2 Donc, la solution de
Yy = m% I— —|— 2 vérifiant la condition 1n1t1ale est la fonction définie pour tout x < 0 par
Flz)=-2 — 57— 2.

Corrigé exercice 43 :

Soit @ un réel non nul. Les solutions de I’équation différentielle y' = ay sont les fonctions
définies sur R par y(x) = Ce®, ou C est une constante réelle.

1.y — %y =0y = %y, on est donc dans le cas o a = i Ainsi les solutions de
' — 2y = 0 sont les fonctions définies sur R par y(z) = Cez, ou C est un réel.

2. 2y — 3y =8y+4y & 2y = —1ly & v 2y, on est donc dans le cas ou

a = —=. Ainsi les solutions de 2y’ — 3y = 8y + 4y’ sont les fonctions définies sur R

par y(x ) — Ce™ 2", o C est un réel.

3.5 +3y=0<y = —%y, on est donc dans le cas ot a = —%. Ainsi les solutions de
5y' + 3y = 0 sont les fonctions définies sur R par y(x) = Ce %, oit C est un réel.

4. —%y’ —V2y =0 < —%y’ = V2y &y = —iy, on est donc dans le cas ou
a = —%ﬁ. Ainsi les solutions de —%y’ — /2y = 0 sont les fonctions définies sur R

par y(x) = C’e’%x, ot C est un réel.

Corrigé exercice 44 :

Soit @ un réel non nul. Les solutions de I’équation différentielle ¥’ = ay sont les fonctions
définies sur R par y(x) = Ce®, ou C est un réel.

1. ¥ +v2y =0 <y = —v/2y, on est donc dans le cas ol a = —\/_ Ainsi les solutions
de y'++/2y = 0 sont les fonctions définies sur R par = Ce V2% ou C est un reel On
determmeC’telqueF(ﬂ) =1« Ce™ fxf—1<:>Ce_2—1<:>C’— L= e
Ainsi, la solution a I’équation différentielle respectant la condition preasee est la
fonction définie pour tout z € R par F(z) = e* x e V2 — g2~ V2z,

2.2y — 3y =2y + 3y < y = —by, on est donc dans le cas ou a = —5. Ainsi les
solutions de 2y’ — 3y = 2y + 3y’ sont les fonctions définies sur R par x — Ce™>%, ou
C est une constante réelle. On détermine C' tel que F(0) =5« Ce® =5 & C =5.
Ainsi, la solution a I’équation différentielle respectant la condition précisée est la
fonction définie pour tout z € R par F(x) = 5e~°.
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3. %y’—i—y = %y—y’ & %y’ = —%y sy = —%y, on est donc dans le cas ott @ = — 1. Ainsi
les solutions de %y’ +y = %y—y’ sont les fonctions définies sur R par x — Ce™ 3, ou C'
est une constante réelle. On détermine C tel que F(3) = £ &< Ces=claC=1
Ainsi, la solution a I’équation diftférentielle respectant la condition précisée est la

fonction définie pour tout z € R par F/(z) = e 5.

Corrigé exercice 45 :

Soit a et b deux réels, a non nul. Les solutions de 1’équation différentielle ¢y = ay + b sont

les fonctions définies sur R par y(z) = Ce™ — g, avec C' une constante réelle.

1.2 —y=2e2y =y+2<y = %y—i—l, on est donc dans le cas ol a = % et b=1.
Donc les solutions de 2y’ —y = 2 sont les fonctions définies sur R par y(z) = Ce2 —2,
ot C' est un réel.

2. ﬂy’z%y—l@y’:%y—\%@y’:\/gy—\/ii, on est donc dans le cas ou

a=+V3etb= _\/Li‘ Donc les solutions de \/§y’ = \/gy — 1 sont les fonctions définies

sur R par y(z) = CeV3 4 \/76, ot C est un réel.

Corrigé exercice 46 :

Soit a et b deux réels, a non nul. Les solutions de ’équation différentielle ¢y’ = ay + b sont

les fonctions définies sur R par y(x) = Ce® — 2 ou C est un réel.

1.2y +3y = 3y —2y+3 & ¢y = 5y — 3, on est donc dans le cas ot a = 5 et
b = —3. Donc les solutions de 2y’ + 3y = 3y’ — 2y + 3 sont les fonctions définies

sur R par y(z) = Ce® + %, ou C est un réel. On détermine C' tel que F (%) =

—% & CePs + % = —% & Ce = —1¢ C = —e . Ainsi, la solution a 1'équation
différentielle respectant la condition précisée est la fonction définie pour tout x € R
par F(z) = —e™! x e+ 2 = b1 4 2

2.2 —3y=2y—3y +5< 5/ =5y+5< 9y =y-+1, on est donc dans le cas o
a = b = 1. Donc les solutions de 2y’ — 3y = 2y — 3y’ + 5 sont les fonctions définies
sur R par y(z) = Ce® — 1, ou C est un réel. On détermine C' tel que F(0) =1 &
Ce’ —1 =1« C = 2. Ainsi, la solution a I’équation différentielle respectant la
condition précisée est la fonction définie pour tout x € R par F(x) = 2e* — 1.

3.3y —3y =2y — 2y +e? <y =y +e? on est donc dans le cas ott a = 1 et b = e2.
Donc les solutions de 3y’ — 3y = 2y’ — 2y + e? sont les fonctions définies sur R par
y(z) = Ce® —e?, ou C est un réel. On détermine C' tel que F(2) = 2e? & Ce? —e? =
2¢2 & Ce? = 3¢? & C = 3. Ainsi, la solution a I’équation différentielle respectant
la condition précisée est la fonction définie pour tout x € R par F(z) = 3e® — e?.

Corrigé exercice 47 :

Soit a un réel non nul et f une fonction définie et continue sur R. Les solutions de
I'équation différentielle (F) : v’ = ay + f sont les fonctions définies sur R par y(z) =
Ce™ + p(x), avec C' une constante réelle et ¢ une solution particuliére de (£). Or, ¢ est
une fonction affine donc Dy = R et, pour tout x € R, ¢'(z) = 3. D’oit, pour tout z € R,
o' (z) + 3p(z) =3+ 92 — 3 = 9z, et ¢ est donc bien solution de (E). Ainsi les solutions
de (E) sont les fonctions définies sur R par y(z) = Ce™3* + 3z — 1, avec C réel.
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Corrigé exercice 48 :

Soit ¢ une fonction définie sur R par ¢(z) = mzx + p, avec m et p deux réels. Alors
D, = R et, pour tout z € R, ¢'(z) = m. ¢ est solution de (E) < Pour tout z € R,

—m =2
2¢'(x) — p(x) = 22 < 2m — ma — p = 2. On résout alors le systéme "
2m —p =20
m=—2 . . .
5 " et on en déduit que la fonction ¢ définie sur R par ¢(x) = —2x —4 est
p = m = —

solution de I’équation (E). Or, si a est un réel non nul et f une fonction définie et continue
sur R, les solutions de I’équation différentielle (E) : ¢y = ay + f sont les fonctions définies
sur R par y(z) = Ce™ 4 ¢(x), avec C' une constante réelle et ¢ une solution particuliére
de (E). On en déduit que les solutions de (E) sont définies sur R par y(z) = Ce2 —2x —4,
ou C est un réel. Enfin, on détermine C' tel que F(0) = 2 & C—-4= -2 & C = 2.
Ainsi, la solution a I’équation différentielle respectant la condition précisée est la fonction
définie pour tout x € R par F(z) = 2ez — 2z — 4.

Corrigé exercice 49 :

¢ est une fonction polynéme du second degré donc D, = R et, pour tout z € R, ¢'(z) =
—2x — 1. Donc, pour tout z € R, ¢'(z) —3¢p(z) = -2 — 1+ 32> +3x +3 =322+ z+2 et
donc ¢ est bien solution de ’équation différentielle. Or, si a est un réel non nul et f une
fonction définie et continue sur R, les solutions de I’équation différentielle (E) : ¢’ = ay+ f
sont les fonctions définies sur R par y(z) = Ce® +¢(x), ou C' est un réel et p une solution
particuliére de I’équation. On en déduit que les solutions de I’équation 3’ — 3y = 2%+ +2
sont définies sur R par y(z) = Ce®* — 22 —x — 1, ou C est un réel.

Corrigé exercice 50 :

Soit ¢ une fonction définie sur R par ¢(z) = az?+bx +¢, ol a, b et ¢ sont des réels. Alors
D, = Ret, pour tout z € R, ¢'(x) = 2az+b. Donc ¢ est solution de (E) si, et seulement si,
pour tout z € R, ¢'(z)+2¢(z) = 42> —22+1 & 2ar+b+2ax?+2bx+2c = 42> —2x+1. On

2a =4 a=2
résout alors le systéeme < 2a +2b= -2 < (b= -3 ,eton en déduit que la fonction
b+2c=1 c=2

¢ définie sur R par ¢(z) = 222 — 3z + 2 est solution de (E). Or, si a est un réel non
nul et f une fonction définie et continue sur R, les solutions de ’équation différentielle
(E) : v = ay + f sont les fonctions définies sur R par y(z) = Ce® + p(x), ou C est
un réel et ¢ une solution particuliére de 1’équation. Les solutions de (E) sont donc les
fonctions définies sur R par y(z) = Ce™® + 222 — 32 + 2, ot C est un réel. Enfin, on
détermine C' tel que F(0) =4 < C +2 =4 & C = 2. Ainsi, la solution a I’équation
différentielle respectant la condition précisée est la fonction définie pour tout = € R par
F(z) =272 + 22* — 3z + 2.

Corrigé exercice 51 :

© est le produit de x — x, fonction affine dérivable sur R, avec la composée de la fonction
affine x — —x, dérivable sur R, avec la fonction exponentielle dérivable sur R, donc
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D, =R et, pour tout z € R, ¢'(z) =e "+ x(—1)xe ™ = (1 —x)e *. Donc, pour tout
reR, ¢x)+¢x)=(1—xz+x)e ™ =e " ¢ est donc bien solution de (F). Comme
les solutions de ’équation homogeéne associée vy +y = 0 < ' = —y sont les fonctions
définies sur R par z — Ce™*, ou C est un réel, on en déduit que les solutions de (F) sont
les fonctions définies sur R par y(z) = Ce ™ +ze ™ = (x + C) e, ot C est un réel.

Corrigé exercice 52 :

Soit ¢ la fonction définie sur R par p(x) = mxe®®, avec m un réel a déterminer. ¢ est le

produit de x — max, fonction affine, dérivable sur R, avec la composée de la fonction affine
x — 2z dérivable sur R avec la fonction exponentielle dérivable sur R, donc D, = R, et,
pour tout z € R, ¢'(z) = me*® + mz x 2 x ** = (2mx + m)e?**. Ainsi, ¢ est solution
de (E) si, et seulement si, ¢'(z) — 2p(x) = 2e** & (2mz +m) e* — 2mre*® = 2e** &
me?® = 2e** & m = 2. Ainsi, ¢ est solution de (E) si, et seulement si, pour tout r € R,
¢(x) = 2xe*. Comme les solutions de I’équation homogene associce y' —2y = 0 < ' = 2y
sont les fonctions définies sur R par x — Ce?®, ou C est un réel, on en déduit que les
solutions de (E) sont les fonctions définies sur R par x — (2x + C')e**, ou C est un réel.
Enfin, on détermine C tel que F(0) = -1 & (2x04C)e’ = -1 & C = —1. Ainsi, la
solution & I’équation différentielle respectant la condition précisée est la fonction définie
pour tout z € R par F(z) = (2z — 1) e**.

Corrigé exercice 53 :

Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) = (az? + bx + c)e**, oua, b et ¢ sont des

réels a déterminer. ¢ est le produit d’une fonction trinome, dérivable sur R, avec la
composée de la fonction affine x — 2x dérivable sur R par la fonction exponentielle
dérivable sur R donc D, = R et, pour tout = € R, ¢'(z) = (2ax + b)e* + 2(az? + bx +
c)e* = (2ax? + (2a + 2b)x + b+ 2¢) e**. Donc ¢ est solution de (E) si, et seulement si,
2¢' () —3p(x) = (22 +5x+3)e* & (az? + (4a + b)x + 2b + ¢) e** = (2? + 5z + 3) **. On

a=1 a=1
résout le systéme suivant ¢ da +b=5 S b=5—4a=1 . Ainsi, ¢ est solution
2b+c=3 2b+c=3-2b=1

de (E) si, et seulement si, pour tout = € R, ¢(z) = (2 + z + 1) **. L’équation homogene
associée & (E) est 2y =3y =0< 4y = %y. On en déduit que les solutions de (£) sont les

fonctions définies sur R par y(z) = Ces + (22 4z + 1) e, ot C est un réel.

Corrigé exercice 54 :

Soit ¢ la fonction définie sur R par p(x) = az’e™®, avec a réel a déterminer. ¢ est le

produit d’une fonction trinéme dérivable sur R, avec la composée de la fonction affine
x — —x dérivable sur R avec la fonction exponentielle dérivable sur R donc Dy = R,
et, pour tout x € R, ¢'(z) = 2aze™ — azr’e™ = (—ax® + 2ax) e . Donc ¢ est solution
de (E) si, et seulement si, ¢'(z) + p(z) = 2ze™" & (—ax? + 2ax + az?)e™® = 2ve™" &
2axe™™ = 2xe " & a = 1. Ainsi, ¢ est solution de (F) si, et seulement si, pour tout x € R,
o(z) = z%e~*. L’équation homogéne associée a (E) est ¥/ +y = 0 < ¢ = —y. On en
déduit que les solutions de (E) sont les fonctions définies sur R par y(z) = (z? + C)e %,
o C' est un réel. On détermine C' tel que F(—1) =1« (1+Cle V=1 C=1-1.
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Ainsi, la solution a I’équation différentielle respectant la condition précisée est la fonction
définie pour tout x € R par F(x) = (xz + % — 1) e ",

Corrigé exercice 55 :

Soit ¢ la fonction définie sur R par p(z) = (az? + bx)e 2%, ol a et b sont des réels a
déterminer. ¢ est le produit d’'une fonction trinéme dérivable sur R, avec la composée
de la fonction affine x — —2x dérivable sur R avec la fonction exponentielle dérivable
sur R, donc D,y = R et, pour tout = € R, ¢'(x) = (2ax + b)e™?* — 2(az? + br)e™>* =
(—2ax? + (2a — 2b)x + b) e~ **. Ainsi, ¢ est solution de (E) si, et seulement si, ¢'(z) +
20(z) = (2 + 1)e™* & (—2azx? + (2a — 2b)x + b+ 2ax® 4+ 2bx) e = 2z + 1)e > &
(2azx +b)e ™ =2z +1)e > & ia _12 & Z B 11 . Donc ¢ est solution de (E) si,
et seulement si, pour tout x € R, ¢(z) = (2 + x) e7*. L’équation homogene associée a
(E) est ¥ + 2y = 0 < ¢y = —2y. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions
définies sur R par y(x) = (22 + 2 + C) e %", ou C est un reéel.

Corrigé exercice 56 :

La fonction f définie sur R par f(z) = 32% — 2z + 1 est une fonction trinéme définie et
dérivable sur R et, pour tout z € R, f'(x) = 3 x 2z — 2 = 62 — 2. Ainsi f est solution
de I'équation différentielle 4/ = 6z — 2. D’autre part, pour tout = € R, f'(x) 4+ 3f(z) =
6x — 2+ 922 — 62 + 3 = 922 + 1, donc f est aussi solution de I’équation différentielle
y' + 3y = 922 + 1.

Corrigé exercice 57 :

La fonction f définie sur R par f(z) = —4e°® est de la forme x — Ce®, ou C' et a sont
deux réels, solution de I’équation différentielle 3y = ay. Ainsi f est solution de I’équation
différentielle ¢y = 5y.
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7 Exercices d’entrainement partie 1

Corrigé exercice 58 :

La fonction F' définie sur R par F(x) = %5 + %2 — x + 1 est une fonction polynome et est
donc dérivable sur R. Et, pour tout x € R, F'(z) =22 +x —1 # 2 + 2+ 1. Donc F n’est
pas une primitive sur R de f.

Corrigé exercice 59 :

Soit F' une primitive de f sur R alors, pour tout z € R, F'(z) = f(z). On étudie donc
le signe de f(x) sur R pour en déduire les variations de F. Or, pour tout z € R, e” > 0
donc f(z) est du signe de  + 2. Ainsi F'(z) 2 0< v +2 >0« x > —2. Donc F est
décroissante sur |—oo; —2] et croissante sur |—2; +0o[. On en déduit que la courbe de F
est Cs.

Corrigé exercice 60 :

La fonction F' définie sur R par F(z) = xeest dérivable sur R comme produit de la
fonction affine x +— x avec la fonction exponentielle, toutes les deux dérivables sur R.
Et, pour tout =z € R, F'(z) = " 4+ ze® = (x + 1) e®. Ainsi, F' est une solution sur R de
I'équation y' = (z + 1) e”.

Corrigé exercice 61 :

Z,n+1

e Ainsi :

La fonction définie sur R x + 2", avec n € N, a pour primitive sur R, z —

1. Les primitives de f sur R sont les fonctions définies sur R par z — 2020z + k, ou k
est un réel.

2. Les primitives de f sur R sont les fonctions définies sur R par x +— % —x+ k, ou
k est un réel.

3. Les primitives de f sur R sont les fonctions définies sur R par z — % + 22+ k, ou
k est un réel.

4. Les primitives de f sur R sont les fonctions définies sur R par x — %4 —g3432 —x+k,

2
ol k est un réel.

Corrigé exercice 62 :

g+l . ..
T Ainsi :

La fonction définie sur R x + 2", avec n € N, a pour primitive sur R, z —

1. Les primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par z % — f + % —

% + 2+ k, ou k est un réel.

w

T (E2

2. Les primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par z — —% +5 -5 T
2z + k, ou k est un réel.

3. Les primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par x — % — ‘”7:’4—% —32 1k

6
ol k est un réel.
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w
N

.. . , . 4
4. Les primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par z +— % — &+ % — 7 +k,
ol k est un réel.
Corrigé exercice 63 :

1. Les primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par x — —6/x + k, ot k
est un réel.

2. Les primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par x — —% + k, ou k est
un réel.

3. Les primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par x +— z—; + % + % + k,
ol k est un réel.

4. Pour tout = € I, f(z) = 352 =

3
x
fonctions définies sur I par x — —

— 2 Les primitives de f sur I sont donc les
+ = + k, ou k est un réel.
x

B)e

|
=8

T

Corrigé exercice 64 :

Une primitive de u' x (v' o u) sur [ est v o w.

1. La fonction f définie par f(x) = —ﬁ est une fonction rationnelle définie pour
x # —2. Cette fonction est dérivable, et donc continue sur I et admet donc des
primitives sur I. Pour tout x € I, f(z) = (x +2) x ¢ o (z + 2), ou g est la
fonction inverse. Ainsi, les primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par

1 A )
T+ =5 +k, ot k est un réel.

2. La fonction f définie par f(z) = ﬁ est une fonction rationnelle définie pour

x # —3. Cette fonction est dérivable, et donc continue sur I et admet donc des
primitives sur I. Pour tout z € I, f(z) = =2 x (x +3)’ x ¢’ o (x + 3), oil g est la
fonction inverse. Ainsi, les primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par
T —% + k, ol k est un réel.

Corrigé exercice 65 :

Une primitive de u' x (v' o u) sur [ est v o w.

1. La fonction f définie par f(z) = ﬁ est une fonction rationnelle définie sur

I = R. Cette fonction est dérivable, donc continue sur I et admet donc des primitives
sur I. Pour tout z € I, f(z) = 1 x (#242)' x g’ o (z242), ou g est la fonction définie
sur R* par x —%I% Ainsi, les primitives de f sur I sont les fonctions définies sur

I par x — —m + k, ou k est un réel.

2. La fonction f définie par f(z) = (x;‘fﬂ)4 est une fonction rationnelle définie pour
x # —1 et x # 1. Cette fonction est dérivable, donc continue sur I et admet donc
des primitives sur I. Pour tout x € I, f(z) = (2> — 1) x ¢’ o (z® — 1), ou g est
la fonction définie sur R* par = —%x% Ainsi, les primitives de f sur I sont les

fonctions définies sur I par x — —m + k, ot k est un réel.
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Corrigé exercice 66 :

Une primitive de «’ x (v' ow) sur I est v o u.

1. La fonction f définie par f(z) = 2e** est définie et dérivable sur I = R comme pro-
duit d’une fonction constante par la composée d’une fonction affine avec la fonction
exponentielle, donc f est continue et admet des primitives sur I. Soit u(z) = 2.
Alors D, = R et, pour tout z € I, v/(x) = 2. Ainsi f = v/ x e* admet pour primitive
e. Les primitives de f sur I sont donc les fonctions définies sur I par = — e** + k,
ol k est un réel.

2. La fonction f définie par f(z) = ¢'73% est définie et dérivable sur I = R comme
composée d'une fonction affine par la fontion exponentielle, donc f est continue et

admet des primitives sur /. Soit u(z) = 1 — 3z. Alors D,y = R et, pour tout x € I,

/ o . . _ 1 / . o . 1 . o .
u'(r) = —3. Ainsi f = —3 x v/ x " admet pour primitive —z x e*. Les primitives de
e1731

3

f sur I sont donc les fonctions définies sur I par x — — + k, ot k est un réel.

Corrigé exercice 67 :

Une primitive de u' x (v' ou) sur [ est v o w.

1. La fonction f définie par f(x) = —ze” ! est définie et dérivable sur 7 = R comme

produit d’une fonction affine par la composée d’une fonction trinéme par la fontion
exponentielle, donc f est continue et admet des primitives sur I. Soit u(z) = 22 — 1.
Alors D,y = R et, pour tout = € I, v/(x) = 2x. Ainsi f = —% x u' x e* admet pour
primitive —% x e". Les primitives de f sur I sont donc les fonctions définies sur [

par x — —‘3127_1 + k, ot k est un réel.

2. La fonction f définie par f(z) = ﬁ est définie et dérivable sur I = R, comme
quotient de la fonction exponentielle par la composée de la fonction x — e* + 1 par
la fonction carré, et dont le dénominateur (e* 4 1)2 ne s’annule pas sur /. Donc f
est continue et admet des primitives sur I. Soit u(z) = e” + 1. Alors D,y = R et,
pour tout z € I, u/(z) = e*. Ainsi f = 5—; admet pour primitive —%. Les primitives
de f sur I sont donc les fonctions définies sur I par x — —# + k, ou k est un réel.

Corrigé exercice 68 :

Une primitive de «’ x (v ou) sur I est v o u.

T

1. La fonction f définie par f(z) = o= ost définie et dérivable sur / = R comme

quotient d’une fonction affine par la composée de la fonction trinome z + 22 + 1

par la fonction racine carrée, et dont le dénominateur v/x? + 1 ne s’annule pas sur

I. Donc f est continue sur I et admet des primitives sur I. Soit u(z) = z? + 1.
1 u’

Alors Dy = R et, pour tout z € R, v/(r) = 2x. Ainsi f = 35 X = admet pour

primitive y/u. Les primitives de f sur I sont donc les fonctions définies sur I par

x> va2+ 14k, ou k est un réel.

2. La fonction f définie par f(z) = — % est définie et dérivable sur I comme

quotient d'une fonction trindéme par la composée de la fonction trindme z — 2% + 1
par la fonction racine carrée, et dont le dénominateur /23 + 1 ne s’annule pas sur 1.
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Donc f est continue et admet des primitives sur /. Soit u(x) = z3+1. Alors D,y = R
ul

et, pour tout z € I, v'(x) = 322, Ainsi f = —= admet pour primitive —21/u. Les

primitives de f sur I sont donc les fonctions définies sur I par x — —2v/x3 + 1+ k,
ol k est un réel.

Corrigé exercice 69 :

Une primitive de w' x (v o u) sur I est v o u. Soient f(x) = 3e** et u(x) = 2x. Alors
D = R et, pour tout z € R, v/(x) = 2. Donc f = * admet pour primitives sur R les
fonctions définies par = +— % u(@) 4 ¢, ol est un reel c’est-a-dire x — 3 e?® + ¢ oll 1
est un réel.

Corrigé exercice 70 :

Une primitive de u' x (v ou) sur I est v owu. Soient f(z) = \/% et u(z) = 2%+ 2. Alors
Dy =R, comme fonction polynéme, et, pour tout z € R, u(z) > 0 et v/(z ) = 62°. Donc

f= é \“f = admet pour prlmltlves sur R les fonctions définies par = +— £ >< 2/ u(z)+k,
avec k réel, ¢ est a-dire z — 3 228 + 24k, ol k est un réel. Ainsi, Gu1llaume a pu dériver,

4/ 2842

par exemple, la fonction F' définie sur R par F(z) = =5

Corrigé exercice 71 :

1. La fonction f définie par f(r) = z® — 2z est une fonction polynéme définie et
dérivable sur I = R, donc f est continue et admettant des primitives sur I. Les

. Y. . . . 4 2 N
primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par z + % — x° + k, o k est
un réel. On détermine maintenant k tel que F'(0) = 2 < k = 2. Ainsi, F' est définie

sur [ par F(x) = %4—:102—#2.
2. La fonction f définie par f(z) = —% + x — 1 est une fonction rationnelle définie et

dérivable sur I = ]0; 400, donc f est continue et admet des primitives sur I. Les
primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par x — % + %2 —x+k,ouk
est un réel. On détermine k tel que F'(1) = % & 24 % — 14k =34 k= —1. Ainsi,
F est définie sur [ par F(x) :%+%2—x—1.

Corrigé exercice 72 :

1. La fonction f définie par f(z) = —x3+2?—2z+1 est une fonction polynéme définie et
dérivable sur I = R, donc f est continue et admet des prlmltlves sur 1. Les primitives
de f sur I sont les fonctions définies sur I par x — —% + % — % —i— x+k,ouk est
un réel. On détermine k tel que F(l)——<:>———|————+1+k:——<:>k:———

, 2
Ainsi, F' est définie sur [ par F(z) = —% + % - % +z—3.

2. La fonction f définie par f(z) = —m% $L2 — :v+% est une fonction rationnelle définie
et dérivable sur I = |—o00;0[, donc f est continue et admet des primitives sur I. Les

. .. . . 2
primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par x — ﬁ — % — 5 +5+k, on

k est un réel. On détermine maintenant k tel que FI(—1) = —% & %4—1— % — % +k=
—3 < k= —1. Ainsi,F est définie sur I par F(2) = 5755 — = — % +35 -1

2x2 T
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Corrigé exercice 73 :

1. La fonction x — 1 admet pour primitive z — x sur R, et la fonction = — ﬁ% admet
pour primitive x — /& sur |0; +o00[. Donc les primitives de la fonction 1 — #Esur

I =]0; 400 sont les fonctions z — x — \/x + k, ot k est un réel. On détermine k
tel que F'(2) = V2 2-V24k=-V2ck=-2 Ainsi, F' est définie sur 1
par F(x) =z — /x — 2.

2. Les primitives de z + 3e” sur I = R sont les fonctions x +— 3e” 4k, o1 k est un réel.
On détermine k tel que F(1) = e < 3e! +k = e & k = —2e. Ainsi, F est définie
sur [ par F(x) = 3e” — 2e.

Corrigé exercice 74 :

Une primitive de v/ x (v' o u) sur I est v o u.

1. La fonction f définie par f(z) = € +2e~> est définie et dérivable sur I = R comme
somme de la composée de la fonction affine x — 2z par la fonction exponentielle,
et de la composée de la fonction affine x +— —7 par la fonction z — 2e®, toutes
définies et dérivables sur R. Donc f est continue et admet des primitives sur [.
Soient u(z) = 2z et v(z) = —5. On a Dy = I = Dy et, pour tout z € R, v/(x) = 2
et v'(z) = —3. Alors f = 3 x w'e* — 4 x v'e” admet pour primitive 1e* — 4e’. Les
primitives de f sur I sont donc les fonctions x GQTZ —4e72 + k, ol k est un réel.

On détermine maintenant k tel que F(0) = ; < % —4e" + k= & k = 4. Ainsi,

F' est définie sur [ par F(x) = 02796 —de™> + 4.

2. La fonction f définie par f(z) = 2z (22 4+ 1)” est définie et dérivable sur I = R en
tant que fonction polynome. Donc f est continue et admet des primitives sur I. Soit
u(x) = 22 + 1. Alors D,y = I et, pour tout z € R, v/(x) = 2z. Donc f = u'u® admet

9 4
pour primitive “74. Les primitives de f sur I sont donc les fonctions x — @ +k,
ol k est un réel. On détermine k tel que F(0) =3 <1+ k=3 o k=1 Ainsi, F
q 151 4 2
. 241)"
est définie sur [ par F(x) = @ + 1.

Corrigé exercice 75 :

Une primitive de u' x (v' ou) sur [ est v o u.

2z

1. La fonction f définie par f(x) = (eﬁT)g est définie et dérivable sur I = R en
tant que quotient de la composée de x +— 2z par la fonction exponentielle, par la

composée de la fonction x + e** + 1 par la fonction cube, dont le dénominateur

ne s’annule pas sur R. Soit u(z) = ¢** + 1. On a D, = [ et, pour tout =z € R,
u'(z) = 2e**. Donc [ = %3_; admet pour primitive —ﬁ. Les primitives de f sur [
sont donc les fonctions x +— —m + k, ot k est un réel. On détermine k tel que
F(0)=—1% < —m—kk =& —c+k=—5 < k=0. Ainsi, F est définie
sur [ par F(I’) = —m.

2. La fonction f définie par f(x) = fo—gﬁ est définie et dérivable sur I = R en tant

que quotient de la fonction affine z — 2x par la composée de la fonction trindéme
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x +— 222+ 1, strictement positive par la fonction racine carrée, dont le dénominateur
V222 4+ 1 ne s’annule pas sur R. Soit u(z) = 22? + 1. On a alors D, = [ et, pour
tout x € I, v'(x) = 4x. Donc f = %\’;—% admet pour primitive 1 x 2y/u = \/u. Les
primitives de f sur I sont donc les fonctions x +— /222 + 1 4 k, ou k est un réel.
On détermine k tel que F(2) =2 < V2x22+1+k=2<3+k=2<k=—1.

Ainsi, F' est définie sur [ par F(z) =222+ 1— 1.
Corrigé exercice 76 :
Le signe de f donne les variations de ¢ donc ¢’ = f. Autrement dit : ¢ est une primitive
de f sur R.
Corrigé exercice 77 :
Le signe de g donne les variations de f donc f’ = ¢g. Autrement dit : f est une primitive
de g sur R.

Corrigé exercice 78 :

Soit F' une primitive de f sur I alors on a F’ = f. Par lecture graphique, f(x) est positive
sur |—3; —0, 5] et négative sur |—0,5;2[. On en déduit que F' est strictement croissante
sur |—3; —0, 5[ et strictement décroissante sur |—0, 5; 2].

Corrigé exercice 79 :

1. Faux car les variations de f dépendent du signe de sa dérivée f’ et non du signe
d’une de ses primitives. Prenons un contre-exemple : Soit la fonction F' définie sur
[0;1] par F(z) = —2? + 1. Alors F est positive et dérivable sur [0; 1] et, pour tout
z € [0;1], F'(z) = —2z qui est strictement décroissante sur cet intervalle.

2. Vrai car si F est décroissante et dérivable sur I alors, pour tout x € I, F'(z) < 0 <
f(z) <0, puisque F' = f.

3. Faux car f est une primitive de F' sur [ si, et seulement si, f est dérivable sur [ et
f"= FIci, c’est F' qui est une primitive de f.

4. Vrai car, par définition, F' est une primitive de f sur I si, et seulement si, F' est
dérivable sur I et F' = f.

5. Vrai car (F + k) = F’

Corrigé exercice 80 :

1. Pour tout x € R, -5 + (x_bl)g = 2o —2a0a=2 &

a+b=0
_ (a+b)xz®—2az+a donc {CL =—1
a=—1 b

pour tout z € R, f(z) = Ll 41

.1,2 (.1‘—1)2 .

2. f est une fonction rationnelle définie et dérivable sur I, car le dénominateur ne

s’annule qu’en 0 et en 1, donc f est continue et admet des primitives sur /. On sait

d’une part que x — —x% a pour primitive x % sur I. D’autre part, posons pour
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tout z € I, v(z) = ﬁ et u(zr) = x — 1. Alors D,y = R et, pour tout = € I,

u'(x) = 1. Et donc v = 3—; admet pour primitive —%. On en déduit que les solutions
de (E) sont les fonctions définies sur I par z — = — —= 4k, o k est un réel.

Corrigé exercice 81 :

a=1

b _ az®—2azx+a+b . _ a=1 ol

1. Pourtout x € I, a+ ) = 1) donc 20=-2 & {b L Ainsi,
a+b=0

pour tout x € R, f(x) =1 — ﬁ

2. f est une fonction rationnelle définie et dérivable sur I, car son dénominateur ne
s’annule qu’en 1, donc f est continue et admet des primitives sur I. Or z — 1 a

pour primitive x — x sur I. D’autre part, posons pour tout z € R, v(z) = —ﬁ

et u(x) =z — 1. Alors D,y = R et, pour tout =z € R, v/(z) = 1 donc v = —3—; admet
pour primitive % On en déduit que les solutions de (F) sont les fonctions définies
sur]parx»—)x—i—ﬁ—i—k, ou k est un réel.

Corrigé exercice 82 :
_ax®+(4atb)z?+(4a+4b)z+4b+c

1. Pour tout x € R, ax + b+ —=

(z+2)* (z42)
da+b=9 b=9—4a=1
Donc &
4a + 4b =12 4x24+4x1=12
4b+c=2 c=2—-4b= -2
Ainsi, pour tout z € R, f(z) =2z +1— ﬁ

2. f est une fonction rationnelle définie et dérivable sur I, car son dénominateur ne
s’annule qu’en —2), donc f est continue et admet des primitives sur I. Or x +— 2x+1

a pour primitive x — 2 + x. D’autre part, posons pour tout z € R, v(z) = —ﬁ

et u(z) = x+2. Alors D,y = R et, pour tout x € R, v/(z) = 1 donc v = —23—; admet
pour primitive % On en déduit que les solutions de (F) sont les fonctions définies
2

2 N .
sur [ par x — 2 +x + 55 + k, ou k est un réel.

Corrigé exercice 83 :

1. Pour tout 7 € R, 22 —4 = 2% —2? = (x — 2)(x +2) donc (2? —4)? = (z —2)*(z +2)%

a+b=0
2. Pour tout z € R, (:c—a2)2 + = f2)2 _ (a+b)x2+((;1;1:j)l72)x+4a+4b done dda—db—1 o
da+4b =10
a=—b a= % S 1 1
b db— 1 & p_ 1 Ainsi, pour tout z € R, f(z) = e T s
8
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3. f est une fonction rationnelle définie et dérivable sur I, car le dénominateur ne
s’annule qu’en —2 et en 2, donc f est continue et admet des primitives sur /. Posons,

pour tout z € R, v(z) = 8(;2)2 =i x (m —2) % et u(z) =z — 2. Alors D,y = R et,
pour tout x € R, v/(z) = 1 donc v = 8 % admet pour primitive _8_u On ralsonne
de méme pour déterminer que x — (x T3y est une prlmltlve de x — m Par
consequent f admet pour primitive x — — (w 5 T ($+2) = %(—— + I—+2) =

—m sur /. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions définies sur

I par x — —m + k, ot k est un réel.

Corrigé exercice 84 :

1. Pour tout z € R, 22 —1=2?—-12= (z—1)(z+1) donc (z* — 1) = (x —1)3(z +1)3.

a $3 a— 2 a X a—
2. Pour tout z € I’ (m—al)?’ + (zfl)g _ (atb)z°+(3 3(1;)2 ‘;)(3 +3b)x+3a—3b donc

at+b=1
3a—3b=0 a+b=1 1

& Sa=b=3.
3a+3b=3 a=1"
a—b=0

Ainsi, pour tout z € I, f(z) = o 1)3 + (a:+1)

3. f est une fonction rationnelle définie et dérivable sur I, car son dénominateur ne
s’annule qu’en —1 et en 1, donc f est continue et admet des primitives sur /. Posons,

pour tout = € I, v(x) = m et u(z) = x — 1. Alors D,y = R et, pour tout

/ . o . . A
r € R, v(xr) =1doncv= l% a pour primitive — 1 On raisonne de méme pour

2
déterminer que x — — e +1)2 est une primitive de x |—> (T On en déduit que les
)

solutions de (&) sont les fonctions définies sur I par x — —3 ( T (H g

ol k est un réel.

Corrigé exercice 85 :

1 Soit v € I. L (w+1)*+ (- 1)°) = L(a? + 20 +1+2% - 22+ 1) = L (227 +2)
=22+ 1.

2. D’aprés la question 1, on a, pour tout x € I, f(z) = %<((3‘"2+11))2 + ((2 g ) Or

2 —1=(x+1)(z— 1) donc (xQ —1)? = (z — 1)*(x + 1)% On a ainsi, pour tout

zel f(x) =3 = 1)2 (z+1) ) Les solutions de (FE) sont donc les fonctions

définies sur I par z — —3 (— + x_+1) + k, ot k est un réel.

Corrigé exercice 86 :

1. L’équation s’écrit y' = x sur [0; +00| et ¢y = —x sur |—o0; 0]. Les solutions de ¢’ = x
sur I = [0; 400] sont les fonctions définies sur I par x — % + k, ou k est un réel.
Et les solutions de 3y’ = —x sur J = ]—00;0[ sont les fonctions définies sur J par
T —%2 + k', ot k' est un réel. La condition initiale F'(0) = 0 impose k = k' =
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On a donc F(z) = % siz>0et Fx)= —% si # < 0. La courbe représentative de

cette fonction est la suivante.

H SC'F

F .

Yy

2. Sur I} = |—00;0], I'équation s’écrit ' = —2x + 1 a pour solutions les fonctions

définies sur I} par x — —? + x + ky, ot k; est un réel; Sur I, = [0; 1], 'équation
s’écrit ¢y’ = 1 a pour solutions les fonctions définies sur Iy par = — x + kg, ou
ko est un réel; Sur I3 = [1; +oo[, 'équation s’écrit ¢y’ = 2z — 1 a pour solutions les
fonctions définies sur I3 par o — 22 —x+ ks, ol k3 est un réel. On cherche F telle que
F (%) = 1. On a donc %—l—k@ =1 ky= % Et donc F(0) = 0+k; = O—i-% S k= %,
et F(1) =12 —=1+ks =1+ 1 < k3 = 3. D’ou la fonction Fcherchée est définie par
Flz)=-2?+z+3siz2<0, Flo)=z+3si0<z<let Flz) =2 —z+ $si
x > 1. La courbe représentative de cette fonction est la suivante.

I~

==
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Corrigé exercice 87 :

1.

Pour tout x # 0, I’équation s’écrit iy’ = —m% de solutions x — % + k, ot k est un
réel.

: Pour’ tlout x > 0, 'équation s’écrit y' = _\/LE de solutions = — —2y/x + k, ou k est
un réel.

. Pour tout = # 0, ’équation s’écrit y' = 3 (% — % + x—14) de solutions = — —% + x% —

m% + k, ol k est un réel.

Pour tout z € R, I’équation s’écrit ' = —e™* de solutions z — e~ * 4+ k, ou k est un
réel.

Corrigé exercice 88 :

1.

Sion pose z = 1/, on a alors 2/ = y”. Donc, pour tout x € R, I'équation " = —4x+3
est équivalente a I’équation 2’ = —4x + 3.
. Les solutions sur R de I'équation 2’ = —4x + 3 sont les fonctions définies par = +—

—222 + 3x + ki, ol k; est un réel.

. Enfin, on résout I’équation ¢’ = —222+ 3z +k;. Les solutions sur R de cette équation

sont les fonctions définies par x — —% + % + k12 + ko, ot ki et ko sont des réels.

Corrigé exercice 89 :

1.

. Pour tout = # 0, 23y’ = -2 & ¢ = -5 & 2 = —x%, en posant z = .

On pose z = 3/, on a alors 2z’ = ¢”. Donc, pour tout x € R, I’'équation ¢y’ = 2z — 1
est équivalente a I'équation 2’ = 2x — 1. Les solutions sur R de I’équation 2z’ = 2z —1
sont les fonctions définies par x — 22 — x + ky, ol k; est un réel. Enfin, on résout
I'équation 3y’ = 22 — x + k. Les solutions sur R de cette équation sont les fonctions
définies par x — w—; — %2 + k1x + ko, oul ki et ko sont des réels.

. En posant z = ¢/, on a que, pour tout z € R, I’équation ¢y’ = e*+e~* est équivalente

a 2 = e” 4+ e~ de solutions sur R les fonctions définies par x +— e —e ™ + ky, ou ky
est un réel. On résout alors ' = e —e™* + ki, ol k; est un réel, et on obtient que les
solutions de I’équation sur R sont les fonctions définies par x +— e* +e™* 4+ k1x + ko,
ou ki et ko sont des réels.

2 /

Les solutions, pour tout = # 0, de cette équation sont les fonctions définies par
T I—IQ + kq, ou ky est un réel. On résout alors I’équation ' = x% + kq, ol kq est
un réel. Les solutions de cette équation pour x # 0 sont les fonctions définies par
T > —% + kix + ko, ol kq et ko sont des réels.

Pour tout € R, e*y’ = 4 & 3y = 4e7 % & 2/ = 4e 2", en posant z = y'. Les
solutions de cette équation sur R sont les fonctions définies par x +— —2e72% + K,
ol ki est un réel. On résout alors l'équation 3y’ = —2e72% + k; ou k; est un réel.
En conclusion, les solutions sur R de ’équation sont les fonctions définies par z —
e 2 4 kyx + ko, ol by et ko sont des réels.
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Corrigé exercice 90 :

1. Soit f la fonction définie sur I par f(z) = (az® + bx? + cx + d) Vo — 1. Alors f
est dérivable sur I comme produit et composée de fonctions de références, et on a,
pour tout = € I, f'(z) = (3ax® + 2bzx + c)vxr — 1 + (az® + ba® + cx + d)

2
— Taz’+(5b= Ga)x2+(3c rtd=2¢ Ajnsi f est solution de (E) si, et seulement si, f(z )

2v/x—
Ta =2 a=2
5b — 6a = 2 b=2
23+x;jf+1 o f’(&?) — Qx3g%x+2 D’ou 30_42_ 5 o o % . Donc la
v - T35
d—2c=2 d=18

fonction f définie sur I par f(z) = (22% + 22?2 + Bz + 180) /2 — 1 est solution de
I'équation (F).

2. Les solutions de (E) sont les fonctions définies sur I par z — f(x) + k, ou k est un
réel.
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8 Exercices d’entrainement partie 2

Corrigé exercice 91 :

Faux car 2y + 3y <y = —3y.

Corrigé exercice 92 :

Faux sauf si b = 0. Un contre-exemple : I’équation 3’ = y + 1 n’admet pas pour solution
la fonction x +— 0.

Corrigé exercice 93 :

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = z. f est dérivable sur R et, pour tout x €
R,f'(z) = 1. Donc, pour tout z € R, f'(z) + f(x) = 1 4+ 2. Donc f est bien solution de
y' +y = x + 1 et Paffirmation est vraie.

Corrigé exercice 94 :

Les solutions de I’équation 3’ = ay, ou a est un réel non nul, sont définies sur R par
x — Ce* ou C' est une constante réelle. Ainsi :

1.3/ +2y =0y = —%y, on est donc dans le cas a = —%. Les solutions de
3y’ + 2y = 0 sont donc les fonctions définies sur R par x — C’e_%x, ou C est un réel.

2. gy’ —y=0&4y = %y, on est donc dans le cas a = % Les solutions de gy’ —y=0
sont donc les fonctions définies sur R par = — C’e%x, ou C' est un réel.

3.4y 4+ 3y = 0 < y = —3y, on est donc dans le cas a = —3. Les solutions de
4y’ + 3y = 0 sont donc les fonctions définies sur R par = — Ce’%x, ou C est un réel.

4.2y —2y = 0 & y = /2y, on est donc dans le cas a = /2. Les solutions de
V2 — 2y = 0 sont donc les fonctions définies sur R par x — CeV?® ou C' est un
réel.

Corrigé exercice 95 :

Les solutions de I’équation 3’ = ay, avec a réel non nul, sont définies sur R par x — Ce®*,
avec C' constante réelle. Ainsi :

1.2y =3y &y = %y, on est donc dans le cas 3a = % Les solutions de 2y’ = 3y sont
donc les fonctions définies sur R par x +— Cez”, ou C est un réel.

2. —y = %y Sy = —%y, on est donc dans le cas a :3—%. Les solutions de —y/ = %y
sont donc les fonctions définies sur R par z — Ce 2% ou C' est un réel.
3. =2y = %y Sy = —%y, on est donc dans le cas a = —é. Les solutions de —2y’ = %y

. o 1 )
sont donc les fonctions définies sur R par x — Ce™ ", ou C est un réel.

4. 5y = by &y = ‘/?gy, on est donc dans le cas a = \/?5 Les solutions de 5y’ = v/5y

. o N
sont donc les fonctions définies sur R par z +— Ce™s *

,ou C est un réel.
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Corrigé exercice 96 :

Les solutions de I’équation 3’ = ay, ou a est un réel non nul, sont définies sur R par
x +— Ce®, ou C est une constante réelle. Ainsi :

1. ¥ — 3y =0 <y = 3y, on est donc dans le cas a = 3. Les solutions de ¢y — 3y = 0
sont donc les fonctions définies sur R par z — Ce3®, ot C est un réel. On détermine
maintenant C' tel que y(0) = 2 & Ce® = 2 & C = 2. Ainsi, la solution cherchée est
définie sur R par y(x) = 2¢%".

2.y +4y = 0 < ¢/ = —4y, on est donc dans le cas a = —4. Les solutions de v’ +4y = 0
sont donc les fonctions définies sur R par  — Ce™% o C est un réel. On détermine
C tel que y(0) = —4 & Ce® = —4 & C = —4. Ainsi, la solution cherchée est définie
sur R par y(r) = —4e™4.

Corrigé exercice 97 :

Les solutions de ’équation 3’ = ay, ou a est un réel non nul, sont définies sur R par
x+— Ce ou C est une constante réelle. Ainsi :

1.2y +3y =0 & ¢y = —%y, on est donc dans le cas a = —%. Les solutions de

2y’ + 3y = 0 sont donc les fonctions définies sur R par z +— Ce 3%, ou C' est un réel.
3

On détermine C tel que y(2) =1 & Ce 22 =1 & Ce3 =1 C = &3 Ainsi, la

. ) . _3 _3
solution cherchée est définie sur R par y(z) = 3 x e72% = 3727,

2.5y —2y=0&1y = %y, on est donc dans le cas a = % Les solutions de 5y’ — 2y = 0

sont donc les fonctions définies sur R par = +— Oe%x, ou C' est un réel. On détermine
2 . . . 2
C tel que y(5) = e & Ces*® =e & Ce? =e < C =e . Ainsi, la solution cherchée

2

iy _ 2 -
est définie sur R par y(z) = et x e3% = 5771,

Corrigé exercice 98 :

Les solutions de I’équation 3’ = ay, on a est un réel non nul, sont définies sur R par
x = Ce® ou C est une constante réelle. Ainsi :

L. V3 +y=0ey = —\/i?:y Sy = —?y, on est donc dans le cas a = _\/?g‘ Les
solutions de v/3y’ +y = 0 sont donc les fonctions définies sur R par z — Ce_gm, ol

C' est un réel. On détermine C' tel que y (\/§) = e% = C’e_éx‘/g = e% & Cet =

S . , . _ _V3
e% & (' = e 2. Ainsi, la solution cherchée est définie sur R par y(x) = e 2xe” 3% =
_¥3z _
e "3

2.y —7?y = 0 &y = 72y, on est donc dans le cas a = 72. Les solutions de iy — w2y = 0
sont donc les fonctions définies sur R par z — Ce™ %, ou C est un réel. On détermine

1 . . .
C tel que y (%) —q7 & Ce™ X =1 & Ce™ =7 < C = me ™. Ainsi, la solution

TET—T

, Lo - _ 2 2
cherchée est définie sur R par y(z) = me™" x €™ ¥ = 7e
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Corrigé exercice 99 :

Les solutions de I’équation 3’ = ay, ou a est un réel non nul, sont définies sur R par
x +— Ce®, ou C est une constante réelle. Ainsi :

1. V2y +2y =0 &y = —/2y, on est donc dans le cas a = —v/2. Les solutions de
V2y' + 2y = 0 sont donc les fonctions définies sur R par z — Ce V2%, ot C est un
réel. On détermine C' tel que y (\/5) = % & CeV21V2 = % & (Ce? = % < C=e.

Ainsi, la solution cherchée est définie sur R par y(x) = e' x eV — gl-Vir,

2.2y —y=0&19y = %y, on est donc dans le cas a = % Les solutions de 27y’ —y = 0
sont donc les fonctions définies sur R par x — Cezr, ot C' est un réel. On détermine

C tel que y(m) = —2¢ < Cesr = —2¢ & Cez = —2 < C = —2ez. Ainsi, la
solution cherchée est définie sur R par y(z) = —2e2 X e3r = —2e3: T2 = —2e'2x

Corrigé exercice 100 :

Les solutions de 3y’ = 2y sont les fonctions définies sur R par z +— Ce®®, ott C est un
réel. Pour chaque courbe, on lit I'ordonnée du point d’abscisse 0 qui correspond donc a
y(0) = C. Pour Cy, on a y(0) = 2 donc C; est la courbe représentative de la fonction
définie par y;(z) = 2e**; Pour Cy, on a y(0) = 1 donc Cy est la courbe représentative
de la fonction définie par y»(z) = e?*; Pour C3, on a y(0) = 0 donc Cs est la courbe

représentative de la fonction définie par ys(z) = 0; Pour Cy, on a y(0) = —3 donc Cy est la
courbe représentative de la fonction définie par y4(z) = —1e**; Pour Cs, on a y(0) = —1
donc C5 est la courbe représentative de la fonction définie par ys(z) = —e** = —yo(x).

Corrigé exercice 101 :

Les solutions de I’équation 3’ = ay, on a est un réel non nul, sont définies sur R par
x = Ce® ou C est une constante réelle. Ainsi :

1. Pour tout z € R, f(z) = —3e2”, on est donc dans le cas a = % Ainsi f est une
solution de I'équation différentielle y' = y.

2. Pour tout z € R, f(z) = —\/§e‘/§1’, on est donc dans le cas a = v/2. Ainsi f est une
solution de I'équation différentielle y' = v/2y.

3. Pour tout z € R, f(z) = 2e372* = 23 x 7% on est donc dans le cas a = —2. Ainsi
f est une solution de ’équation différentielle 3/ = —2y.

4. Pour tout z € R, f(z) = me™* = we™ X €”, on est donc dans le cas a = 1. Ainsi f
est une solution de I’équation différentielle 3/ = y.

Corrigé exercice 102 :

Faux car ¢y — 4y < ¢ = 4y. Cette équation admet pour solutions sur R les fonctions
x — Ce'® ou C est un réel. La fonction F solution de 4’ — 4y = 0 qui prend la valeur
zo en yo vérifie donc Ce'™ = yy & C = 4 = yoe 0 d'on F(z) = yoe ™ x e =
yoe4(:rfxo) 7& yo + e4(xf:p0)‘
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Corrigé exercice 103 :

Vrai. En effet, si pour tout réel z, y(z) = 0 alors, pour tout réel z, y'(x) = 0 et on a bien
Yy = ay.

Corrigé exercice 104 :

Faux : la limite des solutions = — Ce®, ou C' est un réel non nul et a > 0, dépend
du signe de C'. En effet, par limite d’'une composée, en posant ¢t = ax, on a lim e* =

T—r+00
lim e = +o0, car a > 0. Donc, par limite d’'un produit, lim Ce® = 400 si C' > 0, et
t——+o0 T—r+400
lim Ce*™ = —oc0si C < 0.
T—+00

Corrigé exercice 105 :

Prenons, par exemple, C' = 0. On obtient alors la fonction = — %, qui n’est pas solution
de I'équation 3y’ — 2y = 1 puisque 3 x 0 — 2 x % = —‘51 # 1. Donc cette affirmation est
fausse.

Corrigé exercice 106 :

Soient a et b deux réels avec a # 0. Les solutions de I’équation différentielle ' = ay + b
sont les fonctions définies sur R par x — Ce®* — g, ou C' est une constante réelle.
1.3 —-2y+3=0&9¢ = %y—l, on est donc dans le cas a = % et b= —1. On en
déduit que les solutions de 3y’ — 2y + 3 = 0 sont les fonctions définies sur R par
2x
x+— Ces + %, ou C' est un réel.

2.y +y=2¢y —y+1< 9y =2y —1, on est donc dans le casa =2 et b = —1. On en
déduit que les solutions de ¢ +y = 2y’ — y + 1 sont les fonctions définies sur R par
x> Ce® + %, ou C est un réel.

Corrigé exercice 107 :

Soient a et b deux réels avec a # 0. Les solutions de 1’équation différentielle vy = ay + b
sont les fonctions définies sur R par x — Ce® — 2 ou C est une constante réelle.

_57

1. 2y —V2y =3y —2v2y + V2 < ¢ = v/2y — V2, on est donc dans le cas a = /2
et b = —/2. On en déduit que les solutions de 2y — v2y = 3y’ — 2v/2y + /2 sont
les fonctions définies sur R par 2 — Ce¥2* 4+ 1, ot C' est un réel.

2.4y +V3y = 5y +3V3y — V3 & ¢ = —2v3y + /3, on est donc dans le cas
a = —2v/3, b= 1/3. On en déduit que les solutions de 4y’ + v/3y = 5y + 3v3y — /3
sont les fonctions définies sur R par z — Ce=2V37 4 %, ou C' est un réel.

Corrigé exercice 108 :

Soient a et b deux réels avec a # 0. Les solutions de 1’équation différentielle vy = ay + b
sont les fonctions définies sur R par z — Ce® — & ot C' est une constante réelle.

a’
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1.2y +2ry =y —my — 7 < 3y = =31y — m, on est donc dans le cas a = —37 et
b = —7. On en déduit que les solutions de 2y’ + 27y = 3/ — wy — 7 sont les fonctions
définies sur R par x +— Ce 3™ — %, ou C' est un réel.

2. 2%y +y=ecy —y+et ey = —§y+e, on est donc dans le cas a = —% et b =e.

On en déduit que les solutions de 2ey’ + y = ey’ — y + e* sont les fonctions définies
2
sur R par x — Ce™ % + %, ou C' est un réel.

Corrigé exercice 109 :

Soient a et b deux réels avec a # 0. Les solutions de I’équation différentielle ' = ay + b

sont les fonctions définies sur R par x +— Ce®* — g, ou C' est une constante réelle.

1.y —2y=1<19y =2y+1, on est donc dans le cas a = 2 et b = 1. On en déduit que
les solutions de 3/ — 2y = 1 sont les fonctions définies sur R par x — Ce?® — %7 ol
C' est un réel. On détermine C tel que F(0) =2 < Ce® =1 =2 & C = 2. Ainsi, la
solution de I’équation différentielle respectant la condition initiale est la fonction F'

définie sur R par F(z) = 2e** — 1.

2.2 —y=3y+y—1< 9y = —2y+1, on est donc dans le cas a = —2 et b = 1.
On en déduit que les solutions de 2y’ — y = 3y’ + y — 1 sont les fonctions définie
sur R par z — Ce 2 + 1, ou C est un réel. On détermine C' tel que F(0) = 1 &
Ce? + % =1l C= % Ainsi, la solution de I’équation différentielle respectant la
condition initiale est la fonction F' définie sur R par F(z) = 3¢ " + 1.

Corrigé exercice 110 :

Soient a et b deux réels avec a # 0. Les solutions de 1’équation différentielle vy = ay + b
sont les fonctions définies sur R par z — Ce® — & ot C' est une constante réelle.

_a,

1.3y =3y =2y +2y — 5 < 3y =5y — 5, on est donc dans le cas a = 5 et b = —5.
On en déduit que les solutions de 3y’ — 3y = 2y’ + 2y — 5 sont les fonctions définies
sur R par z + Ce’® + 1, ou C est un réel. On détermine C tel que F (%) =0«
Ces +1=0Cel+1=0&C = —1 = —e~!. Ainsi, la solution de I'équation
différentielle respectant la condition initiale est la fonction F définie sur R par
F(x)=—e1txe®+1=—e"1+1.

2 y—y =3+2y+4 ey = —}Ly—l, on est donc dans le cas a = —i et b= —1.
On en déduit que les solutions de y — ¢ = 3y’ + 2y + 4 sont les fonctions définies
sur R par  + Ce™7 — 4, ot C est un réel. On détermine C' tel que F(4) =
le Cei—4=1xCe! =5« C = be. Ainsi, la solution de I’équation
différentielle respectant la condition initiale est la fonction F définie sur R par
F(z) =5e' xe 1 —4=>5e"itl — 4.

Corrigé exercice 111 :

Soient a et b deux réels avec a # 0. Les solutions de I’équation différentielle ' = ay + b
sont les fonctions définies sur R par z — Ce® — 2 o C' est une constante réelle.

a’
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1. 7ry’—2y:2y—7ry’+7r<:>y’:%y+%, onestdoncdanslecasa:%etb:%.

On en déduit que les solutions de 7wy’ — 2y = 2y — 7wy’ + 7 sont les fonctions définies

sur R par z Cex — T, ot C est un réel. On détermine C tel que F(m) =

27T . . . . .

T Cen — I =7 & Ce® =2 & C = 2e? Alnsi, la solution de I'équation

différentielle respectant la condition initiale est la fonction F définie sur R par
— bm,—2 = _ m,2E-2

F(z) =>fe? xer =7 =Tex > =1,

2. e +2y =y—2ey +e &y = —5y+ 35, on est done dans le cas a = —3- et

b = %. On en déduit que les solutions de ey’ + 2y = y — 2ey’ + e sont les fonctions
définies sur R par z — Ce 3 + e, ou C est un réel. On détermine C tel que
F(3¢) = 2¢ & Ce 5 4 ¢ =2 & Cet = ¢ & C = 2 Ainsi, la solution de
I’équation différentielle respectant la condition initiale est la fonction F' définie sur

R par F(z) =e? x e 3 +e=c 3512 fe.

Corrigé exercice 112 :

Vrai. En effet, si f est définie sur R par f(z) = 2¢%" — £ alors f est dérivable sur R comme
composée et somme de fonctions dérivables sur R et, pour tout z € R, f/(z) = 2 x 3e** =
6. Do, pour tout # € R, 3f(z)+1 =3 (2e% — 1) +1 = 6¢* = f'(x). Donc f est bien
solution de I'équation y' = 3y + 1.

Corrigé exercice 113 :

Faux car si F¥ est définie sur R par F(z) = yoe®® ) — & alors F(zq) = yoe(™0 =) — & =
b
Yo — 4 # Yo-

Corrigé exercice 114 :

Vrai. En effet, v +y = 1 & 3 = —y + 1. On est donc dans le cas d’'une équation
différentielle de la forme ¢y’ = ay+b avec a = —1 et b = 1. Donc les solutions de ¢y +y = 1
sont les fonctions définies sur R par x +— Ce™ 4 1 ou C' est un réel. La solution F' qui
prend la valeur 2 en 0 vérifie donc C +1 = 2 <& C = 1 et est donc définie, pour tout

r € R, par F(x) =e *+ 1. Enfin, par limite d’'une composée, lim e * = lim e’ = 400
T——00 t——+o00

donc, par limite d’'une somme, lim F(x) = +o0.
T—r—00

Corrigé exercice 115 :

Les solutions d’une équation différentielle de la forme 3’ = ay + f s’obtiennent en addi-
tionnant une solution particuliére aux solutions de I’équation homogéne associée y' = ay,
c’est-a-dire aux fonctions définies sur R par x +— Ce®”, ot C est une constante réelle.

1. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) = mz + p, ot m et p sont deux réels a
déterminer. Alors D, = D, = R car la fonction ¢ est affine. Pour tout = € R,
¢'(x) = m. Ainsi ¢ est solution de 2y’ +y = x + 1 si, et seulement si,2¢' + ¢ =

2m+p=1 p=1-2m= -1
Ainsi, la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = = — 1 est une solution particuliére
de I'équation 2y 4+ y = x + 1. D’autre part, comme I’équation homogéne associée

r+l e 2m+mr+p=zx+1 & &
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2 +y=0&y = —%y a pour solutions les fonctions définies sur R par  +— Ce™2,
out C' est un réel, alors les solutions de I’équation 2y’ + y = = + 1 sont les fonctions
définies sur R par « — Ce™2 + 2 — 1, ot C est un réel.

2. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) = mx + p, oi m et p sont deux réels a
déterminer. Alors D, = D, = R car la fonction ¢ est affine. Pour tout z € R,
¢'(z) = m. Ainsi ¢ est solution de y' + 3y = 2x — 1 si, et seulement si, pour tout

3m =2 m =2
reR, &m+3mer+3p=2r-1<%& & _31_m 5

m+3p=-—1 {p =—gt=_2
Ainsi, la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = %:L‘ — g est une solution particuliere
de I'équation y' + 3y = 2z — 1. D’autre part, comme 1’équation homogéne associée
Y +3y = 0 & ¢ = —3y a pour solutions les fonctions définies sur R par s Ce™7,
ot C est un réel, alors les solutions de ’équation y’ 4+ 3y = 2x — 1 sont les fonctions
définies sur R par x + Ce 3% 4 %x — g, ou C' est un réel.

3. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) = ax® + bx + ¢, ou a, b et ¢ sont des
réels & déterminer. Alors D, = D, = R car la fonction ¢ est une fonction trinome.
Pour tout x € R, ¢/(x) = 2ax + b. Ainsi ¢ est solution de I’équation ¢y — 3y =

—3x? — x — 2 si, et seulement si, pour tout x € R, ¢'(z) — 3p(r) = =322 —z — 2
—3a = -3 a=1
&2 +b—3ax? —3br —3c= -3 -1 —-2{2a—-3b=—-1 &<b=1
b—3c=-2 c=1
Ainsi, la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = 22 +x + 1 est une solution particuliére
de I'équation 3y’ — 3y = —32% — x — 2. D’autre part, comme 1’équation homogeéne
associée ¢y — 3y = 0 < 3’ = 3y a pour solutions les fonctions définies sur R par
x +— Ce® o C est un réel, alors les solutions de I'équation ¢’ — 3y = —322 — 2 — 2

sont les fonctions définies sur R par x +— Ce3® + 22 + x + 1, ott C est un réel.

4. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) = az? + bz + ¢, ol a, b et ¢ sont des
réels & déterminer. Alors D, = D, = R car la fonction ¢ est une fonction trinome.
Pour tout = € R, ¢/'(z) = 2ax + b. Ainsi ¢ est solution de I’équation 2y’ — 3y =
3z% — x — 2 si, et seulement si, pour tout z € R, 2¢'(z) — 3p(z) = 322 — x — 2

—3a =3 a=-—1
& dar +b—3ax? —3br —3c=32 -2 -2 4a—-3b=—-1 & {b=-1
2b—3c= -2 c=0
Ainsi, la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = —x? — z est une solution particuliére

de 'équation 2y’ — 3y = 322 — o — 2. D’autre part, comme 1’équation homogeéne
associée 2y — 3y =0 <y = %y a pour solutions les fonctions définies sur R par
x — 063717 ot C' est un réel, alors les solutions de I'équation 2y’ — 3y = 3% —z — 2
sont les fonctions définies sur R par z Ces — a2 — x, oit C est un réel.

Corrigé exercice 116 :

Les solutions d’une équation différentielle de la forme 3y’ = ay + f s’obtiennent en addi-
tionnant une solution particuliére aux solutions de I’équation homogéne associée y' = ay,
c’est-a-dire aux fonctions définies sur R par x — Ce®”, ot C est une constante réelle.
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1. Soit ¢ la fonction définie sur R par p(x) = (max + p)e 2%, oit m et p sont des
réels a déterminer. Alors D, = D, = R comme produit d’une fonction affine
par la composée d’une fonction affine par la fonction exponentielle. Et, pour tout
r €R, ¢(x) = me™® —2(mzx +ple ™ = (—2mx +m — 2p) e ?*. Ainsi ¢ est so-
lution de I'équation y' + 3y = (2 + 2x)e " si, et seulement si, pour tout r € R,
¢ (x) + 3p(x) = (2+22)e " & (=2mx +m — 2p+ 3max + 3p) e 2 = (2+ 2z)e "

S (mr+m+pe®™ = (2422 & m=2 & m=2 . Ainsi, la
m-+p=2 p=0

fonction ¢ définie sur R par ¢ définie sur R par ¢(z) = 2ze > est une solution

particuliére de 'équation 3’ + 3y = (2 + 2z)e~**. D’autre part, comme 'équation

homogéne associée y' + 3y = 0 < ¢y = —3y a pour solutions les fonctions dé-

finies sur R par x — Ce™3%, ott C' est un réel, alors les solutions de 1’équation

Y + 3y = (2 + 2x)e~* sont les fonctions définies sur R par x — Ce™3% + 2xe 2% ou

C' est un réel.

2. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(x) = (mx + p)e®, ot m et p sont des réels
a déterminer. Alors D, = D,y = R comme produit d’'une fonction affine par la
composée d'une fonction affine par la fonction exponentielle. Et, pour tout x € R,
O'(z) = me® + (mx + p)e® = (mx +m+ p)e®. Ainsi, ¢ est solution de I'équation
Yy +y = (3—2x)e” si, et seulement si, pour tout x € R, ¢'(z) + p(z) = (3 — 2x)e”
& (2mx+m+2p)e” = (3 —2z)e" & am = —2 & m=-1 . Ainsi, la

m+2p =3 p=2
fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = (2 — x)e” est une solution particuliére de
I'équation y' + y = (3 — 2z)e”. D’autre part, comme ’équation homogéne associée
v +y =0« 1y = —y a pour solutions les fonctions définies sur R par = — Ce™7, ou
C' est un réel, alors les solutions de 'équation y' +y = (3 — 2x)e” sont les fonctions
définies sur R par z — Ce™ + (2 — z)e”, ou C' est un réel.

3. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) = (az® + bx + c¢)e™, ol a, b et ¢ sont des
réels & déterminer. Alors D, = D, = R comme produit d’une fonction trinéme par
la composée d'une fonction affine par la fonction exponentielle. Et, pour tout x € R,
¢ (z) = (2ax +b)e ™ — (az?* + bx + c)e ™ = (—ax® + (2a — b)x + b — ¢)e™". Ainsi ¢
est solution de I'équation 3’ — 2y = — (32 + x + 2)e™" si, et seulement si, pour tout
reR, ¢(x)—2p(x) = —B2? +2+2)e® & (—3ax? + (2a — 3b)xr + b — 3c) e =

—3a = -3 a=1
—(3x?+x+2)e =< 2a—3b=—-1 < ({b=1 . Ainsi lafonction ¢ définie sur
b—3c=-2 c=1
R par p(z) = (22 + z + 1) e est une solution particuliére de I'équation ¢y’ — 2y =
—(32? + z + 2)e™*. D’autre part, comme 'équation homogene associée 3y’ — 2y =
0 & 3 = 2y a pour solutions les fonctions définies sur R par z — Ce?*, ou C est un
réel, alors les solutions de 'équation y' — 2y = —(3z* + x + 2)e™" sont les fonctions
définies sur R par z +— Ce** + (z? + x + 1) e™", ou C est un réel.

4. Soit ¢ la fonction définie sur R par p(z) = (az®+bx+-c)e?, ot a, b et ¢ sont des réels a
déterminer. Alors D, = D, = R comme produit d’une fonction trinéme par la com-
posée d’une fonction affine par la fonction exponentielle. Pour tout z € R, ¢/(x) =
(2az+b)e**+2(ax?+br+c)e*® = (2ax® + (2a + 2b)x + b+ 2¢) €2*. Ainsi la fonction ¢
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est solution de I'équation y' +2y = — (222 — x + 3) *” si, et seulement si, pour tout
v € R, ¢(z) +2p(z) = — (222 — x4 3) e* & (4az? + (2a + 4b)z + b+ 4c) ¥ =
da = -2 a= —%
(—2:U2 +x— %) e’ & {2a+4b=1 & (b= % . Ainsi, la fonction ¢ défi-
_ 1 _ 1
b + 4e = -3 CcC = —1
nie sur R par ¢(x) = —% + 35— %‘) e?® est une solution particuliére de 1’équation
y 4+ 2y = — (23:'2 —x+ %) e?*. D’autre part, comme ’équation homogene associée
Y +2y = 0 & ¢ = —2y a pour solutions les fonctions définies sur R par  — Ce™2%,
olt C' est un réel, alors les solutions de 'équation y' +2y = — (222 — z + 3) €** sont

2z

. , . _ 2 N ,
les fonctions définies sur R par x — Ce™2* 4 <—% +35— }1) e“” ou C' est un réel.

Corrigé exercice 117 :

1. a. f(0)=A(0)+2B(0) =10 et g(0) = —2A(0) + B(0) = —20.

b. Comme A et B sont dérivables sur I = [0; +o0[ alors, par produit et somme,
f et g sont aussi dérivables sur I. Et, pour tout ¢t € I, f'(t) = A'(t) +2B'(t) =
—5A(t) + 2B(t) + 4A(t) — 4B(t) = —A(t) — 2B(t). Ainsi, pour tout ¢t € I,
f'(t) = —f(t) donc f est solution de '’équation différentielle y’ = —y. De méme,
pour tout t € I, ¢’'(t) = —6¢(t) donc g est solution de I’équation différentielle
y' = —6y.

c. L’équation 3/ = —y a pour solutions sur I les fonctions définies par t — Ce™,
ou C est un réel. De plus, f(0) = 10 & C = 10 donc, pour tout t > 0,
f(t) = 10e~". De méme, I'équation y' = —6y a pour solutions sur I les fonctions
définies par t — Ce % ou C est un réel. De plus, g(0) = —20 & C = —20
donc pour tout ¢t > 0, g(t) = —20e .

A+2B = A=f—-2 A=1(f-2
d. On a g / & g f =2 & 51(f 9) . D’ou,
B=13(
—6

—2A+B=yg 5B=2f+g 2f+9)
pour tout ¢ > 0, A(t) =2 (e +4e7%) et B(t) =4 (e”! —e7%).

2. Les courbes représentatives de A et B sur [0;2] sont les suivantes.

" Wl

Volume(m®) \
| [P I et

: :\:
1A
i

ey | \\

T

-ols 0 05 15

@

Temps( heures)

L’abscisse de leur point d’intersection C' est ¢t = 0, 36. De plus, A(0, 36) ~ 2,329. On
en déduit que les deux cuves contiendront environ le méme volume de gaz, environ
égal & 2,329 m3, au bout d’environ 0,36 h (soit environ 21 minutes et 36 secondes).
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9 Exercices de synthése

Corrigé exercice 118 :

Soit (Eyp) : ¢y = ay une équation différentielle o a est un réel non nul.

1. Soient y; et yo deux solutions de (Ejp). Alors y; et y, sont dérivables sur I et
donc leur somme y; + 3, Uest aussi. Et, pour tout x € I, (y1 +12) (v) = v} (z) +
yo(2) = ay1(z) + aya(x), car y; et yo sont solutions de (Ey), d’o, pour tout x € I,
(y1 +12) () = a (y1(z) + y2(z)) = a (y1 + ) (). La fonction y; + 3, est donc aussi
une solution de (Ep).

2. Soient y une solution de (Ep) et k un réel. Alors y est dérivable sur I et donc le
produit ky Uest aussi. Et, pour tout @ € I, (ky)' (z) = ky'(z) = kay(z), car y est
solution de (Fy), d’ot, pour tout = € R, (ky)' (z) = a (ky) (z). La fonction ky est
donc aussi une solution de (Ep).

Corrigé exercice 119 :

Soient (E) : y' = ay + f une équation différentielle ot @ # 0 et f une fonction définie et
continue sur un intervalle /. Soit ¢ une fonction dérivable sur /. On suppose que ¢ est une
solution particuliére de (E), on a donc ¢’ = ap + f. Soit g une fonction dérivable sur I et
solution de (F) : alors ¢’ = ag+ f. Comme g et o sont dérivables sur I alors g—varphi l'est
aussi. Et on a, pour tout z € I, (g — ¢)' (z) = ¢'(z)—¢'(2) = ag(x)+ f(z)—ap(z)—f(z) =
a(g(x) — p(x)), c’est-a-dire, pour tout x € I, (g — ) () = a(g — ) (z). Ainsi g — ¢ est
solution de 3’ = ay.

Réciproquement, si g — ¢ est solution de iy = ay alors g = g — ¢ + @ est dérivable sur
I comme somme de fonctions dérivables sur /. On a alors, pour tout = € I, ¢'(z) =
(g—¢) (2)+¢'(x) = a(g— ¢) (z) +ap(z) + f(z), car g — ¢ est solution de y' = ay et ¢
est solution de ¢’ = ap + f. Ainsi ¢'(z) = ag(x) + f(z) et la fonction g est bien solution
de (B).

Corrigé exercice 120 :

#5olution de y'=ay+b gui prend la valeur y @ en x_ @
def solution(x):
y=(y_&+b/a)*exp(a*(x-x_8))-b/a
1. return y

#loordonnées des points de la fonction solution sur [-2;2]
abs=[i*@.81 for i in range(-288,288,25)]
o ord=[solutien(k) for k in abs]

On obtient, par exemple, la courbe ci-dessous pour ¢y =y + 1, xg = 0 et yo = 1.
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Courbe de la solution

12

Ordonnées

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Abscisses

Corrigé exercice 121 :

1. Par le théoréme fondamental de la dynamique, on a, pour tout ¢ > 0, ma(t) =
mg —kuv(t) < mv'(t) = mg—kv(t) < v'(t) = g— Zo(t), car m # 0. Par conséquent,

/

v est solution de I’équation différentielle (E) : ¢/ = —%y +g.

2. (E) est de la forme y = ay + b de solutions ¢ — Ce™ — 2 ou C est une constante

réelle. On est dans le cas ol a = —%, b= g et donc g = —22. On en déduit que les

solutions de (E) sont les fonctions définies sur [0; +oo| par ¢ —» Ce™m + =2, ot C est

un réel. De plus, la vitesse initiale de I'objet est nulle, donc v(0) =0 & C' + 52 =
kt

0« C = —"72. Ainsi, pour tout ¢t > 0, v(t) = 52 (1 - e’ﬁ>.

Corrigé exercice 122 :

1. Soit f définie sur R par f(x) = 0 alors f est dérivable sur R et, pour tout = € R,
f'(x) = 0. D’autre part, pour tout = € R, (f(x))2 = 0. Donc, pour tout z € R,
F'(z) = (f())* : f est bien solution de (E).

2. Soit g une fonction dérivable sur un intervalle I de R et ne s’annulant pas sur cet

intervalle. Alors, pour tout z € I, ¢ (z) = (g9(z))* & (;’ES;Q =1, en divisant chaque

membre par (g(z))* # 0. Donc g est solution de (E) si, et seulement si, g est solution
de I’équation différentielle 3—2 =1.

, /
3. L=1s (—i) =1& ——L =24k ou k est un réel et pour z # —k. Ainsi,

Y y(z)
les solutions de (F) sont les fonctions définies avec k € R et pour x # —k par
y(r) = =25

4. On détermine k tel que y(0) = 1 < k = —1. Ainsi, la solution cherchée est la

fonction définie pour x # 1 par x — —ﬁ.
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Corrigé exercice 123 :

1.

a.

On sait que f (0) = 1. De plus, comme f est une solution de (F), on a f'(0) =
f(0) 4+ 1 = 2. L’équation réduite de la tangente & Cy au point d’abscisse 0 est
donnée par : y = f'(0) (x —0)+ f(0) & y =2z + 1.

. Pour tout z € [0;1], ¢ (z) = 22 + 1. Le point Ay a pour coordonnées (0; ¢ (0))

soit (0;1). Le point A; a pour coordonnées (1;¢ (1)) soit (1;3). (Voir courbe
plus loin.)

L’équation de la tangente & Cy au point d’abscisse 1 est donnée par y =
f(1)(x—1)+ f(1). En utilisant le fait que f’(1) = f(1) + 1 (car f est
une solution de (E)) et lapproximation f (1) ~ ¢ (1) = 3, on obtient :
y= (FO+DE@E-D+F0) ~ )+ ) (@—1)+ 1) = 4(@—1) +3
=4xr — 1.

. La question précédente permet de déduire, l'expression de ¢ (z) : pour tout

€ [1;2], ¢(x) =4z — 1. Comme ¢ (2) = 7 on a donc Ay (2;7). (Voir courbe
ci-dessous.)

Soit n un entier compris entre —2 et 1. Soit ¥, une expression de la tangente
a la courbe C; au point d’abscisse n. Sur U'intervalle [n;n + 1], ¢ (x) est, par
définition, égale a y,. Donc, pour tout = € [n;n+ 1], on a, en utilisant le
fait que f est une solution de (E) : p(z) =y, = f'(n)(x—n)+ f(n) =
(F ) +1) (@—n)+ () = f (1) (z+1—n) +2 —n.

. Le résultat précédent donne ¢ (n) = f(n). Il permet également de calculer

en+1):pn+)=fn)(n+14+1—n)+n+l—n=2f(n)+1 =2p (n)+1.
On obtient ainsi une relation de récurrence entre ¢ (n) et ¢ (n + 1).

. La question précédente donne ¢ (n) = W donc :p (0) = “0(12)_1 =1;
p(—=1) = % =0et p(-2) = W = —3. Ce qui donne les points

A_; (=1;0) et A_5 (—2;—1%). On obtient ainsi la courbe ci-dessous.

"iﬁﬁﬁﬁ EEEEEEEEE NN N
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4.

La fonction f est définie et dérivable sur [—2;2] comme composée de la fonction
exponentielle avec la fonction = — 2x — 1, toutes deux définies et dérivables sur
cet intervalle. Et, pour tout = € [—2;2], f'(z) = 2¢”. Or, pour tout x € [—2;2],
f(x)+1=2e"—1+1 = 2¢e". La fonction f est donc bien solution de 'équation
différentielle (E) : ¢ = y+1. En tragant la courbe représentative de la fonction f on
obtient une courbe proche de celle obtenue a la question 3, méme si I’approximation
n’est pas parfaite. Pour améliorer ’approximation, on pourrait considérer d’avantage
de points.

Corrigé exercice 124 :

1.

4.

Comme N est dérivable et ne s’annule pas sur I = [0; +-00| alors g = % est dérivable

sur I. Et, pour tout ¢ >0, ¢'(t) = _(J]\\IZEESQ'

N est solution de (FE) si, et seulement si, pour tout ¢ > 0, N'(t) = 3N(t) —
0,005 (N (t))*. En divisant les deux membres de cette égalité par — (N (t))* # 0,
on obtient alors —&Eg;z = -3 x ﬁ + 0,005, c’est-a-dire ¢'(t) = —3g¢(t) + 0, 005.
Donc g est solution de (E') : y' = —3y + 0, 005.

(E') est de la forme y' = ay + b, a # 0, de solutions ¢ — Ce™ — 2, on C' est une

constante réelle. On est dans le cas ot a = —3, b = 0,005 et donc g = —ﬁ. Les
solutions de (E’) sont donc les fonctions définies sur I par t — Ce™ + = ou C
est un réel. Puisque, pour tout t € I, g(t) = ﬁ & N(t) = ﬁ, on en déduit que

—, o C est un

les solutions de (E) sont les fonctions définies sur I par ¢ — -
600

C73t+

réel, c’est-a-dire t — ou C' est un réel.

600
600Ce—31+1"
a. On détermine C' tel que N(0) = 2000 < % = 2000 & C = —g. La
solution vérifiant la condition initiale de 1’énoncé est donc définie sur I par
N(t) = 600 _ 600 _ _ 6000
600x (— 55 )e3t+1  —qgeHl  10-Te 3

b. Au bout de 2 heures, N(2) = 1;°%% = 601 bactéries sont présentes dans
I’enceinte.
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Corrigé exercice 125 :

1.

Soit f une fonction définie et dérivable sur R vérifiant la condition (x). Soit y un
réel fixé. Alors la fonction x — f(z + y) est dérivable sur R comme composée de la
fonction affine z +— 1z + y par la fonction f. La fonction x — f(x)f(y) est aussi
dérivable sur R comme produit d’une constante par la fonction f. On dérive les deux
membres de I'égalité f(z+y) = f(x)f(y) par rapport a z, en appliquant la formule
(avec abus de notations) (f(azx + b))’ = af’'(ax +b), en prenant a = 1 et b =y. On
obtient ainsi, pour tout x € R, I1x f' (1z +vy) = f(y)x f'(z) & f'(z+y) = f(y)f' (x).
En particulier pour = 0, on obtient que, pour tout y € R, f'(y) = f'(0)f(y). La
fonction f est donc solution de (F) : ¢’ = f'(0)y.

. Les solutions de (E) sont définies sur R par  — Cef(©7 ou C est un réel.

On prend x = 0 et y = 0 dans la condition (x). On obtient alors que f vérifie la
condition () si, et seulement si, f(0) = (f(0))* < f(0) (1 — f(0)) = 0 d’ou f(0) =0
ou f(0) = 1.

Si f(0) = 0 alors Ce" = 0 < C = 0 donc f est la fonction constante égale a 0.
Si f(0) = 1 alors Ce® =1 & C = 1 donc f est la fonction exponentielle. Les
seules fonctions dérivables sur R vérifiant la condition (*) sont la fonction nulle et
la fonction exponentielle.

Corrigé exercice 126 :

1.

d.

Comme la cuve contient constamment 20 litres d’air et que x correspond a la pro-
portion d’azote, le volume d’azote dans la cuve est donc donné, pour tout t > 0
par : v(t) = 20x(t).

a. Entre t et t + At, il s’écoule At secondes. Le débit entrant d’azote est de 0.2
L-s't. Donc le volume d’azote entrant durant cette période est égal a 0, 2At L.

b. Le débit de sortie est identique mais la proportion d’azote dans le mélange de
sortie est égale az(t). Donc le volume d’azote sortant est égal a 0, 2z(t)At L.

On a Av(t) = 0,2At—0,2z(t)At = 0,2At (1 — z(t)), on en déduit donc que Az(t) =
S0ty = (1—a(t) At = 0,01 (1 — z(t)) At.

Ax(t) =z (t + At) — 2(t) = 0,01 (1 — 2(t)) At. Donc H20=20 — 01 (1 — 2(t)).

Or Alimow = 2/(t) d’'ou x est solution de l’équation différentielle ¢y =
ﬁ
0,01 (1—1y)

a. Les solutions de ¢ = 0,01(1 —y) & v = —0,01y + 0,01 sont les fonctions
définies sur [0;+oo[ par ¢ — Ce ®%" 4+ 1, ou C est un réel. On détermine
maintenant C' tel que z(0) = 0,8 & C +1 = 0,8 & C = —0,2. Donc, en
conclusion, pour tout ¢ > 0, z(t) = 1 — 0,2e~ %0,

b. Cing minutes correspondent a 300 secondes. La proportion d’azote dans la cuve
au bout de cinq minutes est donc environ égale a z(300) = 1 — 0, 2e~001x300 ~
0,990, soit environ 99,0 %.
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Corrigé exercice 127 :
Soit ’équation différentielle (F) : 3" — ¢ — 2y = 2ze”.

1. Soit la fonction f définie sur R par f(x) = Ae™ + Be* ou A et B sont deux réels.
Alors f est dérivable sur R comme composée et somme de fonctions dérivables sur
R. Et, pour tout z € R, f'(z) = —Ae™® + 2Be**. De méme, f’ est dérivable sur
R et, pour tout z € R, f”(x) = Ae™® + 4Be**. Par conséquent, pour tout = € R,
f"(x) — f'(z) — 2f(z) = Ae™ + 4Be* — (—Ae™™ + 2Be*) — 2 (Ae™® + Be*®) = 0.
Donc f est bien solution de (Ey) : y" —y' — 2y = 0.

2. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(x) = (mz + p)e®, ou m et p sont deux
réels & déterminer. Alors ¢ est définie et dérivable sur R comme produit d’une
fonction affine par la fonction exponentielle. Et, pour tout z € R, ¢'(x) = me” +
(mx + p)e® = (mz + m + p)e”. De méme, ¢’ est dérivable sur R et, pour tout
r € R, ¢"(x) = me® + (mx +m + p)e® = (mx + 2m + p)e®. Ainsi ¢ est solution
de (F) si, et seulement si, pour tout z € R, ¢"(z) — ¢'(z) — 2¢(x) = 2ze” &

—2m =2 m=—1
(mx+2m+p—mx—m—p—2mzx—2p)e” = 2ze” & )

m—2p =20 p=—3
Ainsi, la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = (—x — %) e” est une solution particuliére

de (E).

3. Soit g une fonction dérivable sur R telle que ¢’ soit dérivable sur R. Si g est solution
de (E) alors, pour tout = € R, ¢"(z) — ¢'(x) — 29(z) = 2ze”. Comme g, ¢', ¢ et

¢’ sont dérivables sur R alors g — ¢ et (g —¢) = ¢’ — ¢’ le sont aussi. Et on a
"

(G=¢)" =g" —¢" (g=9)" (@) = (g—¢) (2) =2(9 =) (v) = ¢"(x) — ¢'(z) —
29(x) — (¢"(z) — @' (x) — 2p(x)) = 2xe” — 22e” = 0. g — ¢ est donc bien solution
de (Ep). Réciproquement, si g — ¢ est solution de (Ey) alors ¢ = g — ¢ + ¢ est
dérivable sur R, sa dérivée aussi, et, pour tout =z € R, ¢"(z) — ¢'(x) — 2¢9(z) =
(9—9)" (@)= (9= ¢) (x) =2(g — ¢) (x) +¢"(2) —¢'(x) — 2p(z) = 0+2ze” = 2e”.
Donc g est solution de (E). D’ou I'équivalence.

4. Les solutions de (F) sont donc les fonctions h définies et dérivables sur R par
h(z) = Ae™™ + Be* — (z + 1) e”, ouA et B sont des réels. Déterminons maintenant
A et B sachant que h(0) = 1 et A/(0) = 0. On a, pour tout z € R, h'(z) =
—Ae™"4+2Be* —e" — (z+ 1) e” = —Ae " +2Be* — (z + 3) e”. Ainsi, h(0) =1 &
A+B—-1=19A+B=3ctWN(0)=0& -A+2B-3=0& -A+2B =23 0On
A+B=3 o A
—A+2B =2 B

est donc, en conclusion, la fonction h définie sur R par h(x) = %e*z+62"t— (x + %) e’.

. La solution cherchée

—_ N

doit donc résoudre le systéme {

Corrigé exercice 128 :

1. Soit la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = ax® + bz + ¢, ol a, b et ¢ sont des réels
a déterminer. Alors ¢ est dérivable sur R comme fonction trinéme, et, pour tout
r € R, ¢'(x) = 2ax + b. De méme, ¢’ est dérivable sur R comme fonction affine et,
pour tout z € R, ¢”(x) = 2a. Ainsi ¢ est solution de(F) : y’'—y' —6y = —6z%+4x—3
si, et seulement si, " (z) — ¢'(x) — 6p(z) = —622 +4x — 3 & —6ax® + (—2a —6b)x +
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—6a = —6 a=1
2a—b—6c = —62>+4r—3 & { —2a — 6b =4 S 6b=-2a—4=—-6 <&
2a —b—6c=—3 6c=2a—-0+3=6
a=1
b= —1 . Ainsi, la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = 22—z +1 est une solution
c=1

particuliére de (F).

Soit g une fonction dérivable sur R telle que ¢’ soit dérivable sur R. Si g est solution
de (F) alors Vz € R, ¢"(z) —¢'(z) —6g(z) = —62*+4x—3. Comme g, ¢, et ¢ sont

"

dérivables sur R alors g — ¢ et (g — ) = ¢’ — ¢ le sont aussi. Et on a (g — ¢)" =
g"—". Et alors, pour tout « € R, (g — )" (2) = (g9 — ¢)' (2) =6 (9 — ¢) (2) = ¢" ()~
g (x)—6g(x)—(¢"(z) — ¢'(x) — 6p(z)) = =622 +42—3— (=622 + 42 — 3) = 0, donc
g — ¢ est solution de (Ey) : ¥ — 3y — 6y = 0, ’équation homogéne associée a (E).
Réciproquement, si g — ¢ est solution de (Ey) alors g = g — ¢ + ¢ est dérivable sur
R, ¢’ aussi, et, pour tout x € R, ¢"(x) — ¢'(z) —6g(x) = (9 — ¢)" (x) — (g — )’ (x) —
6(g— ) (z)+¢" (@) — ¢ (x) —6p(x) = 04 (=62 + 42 — 3) = —62* + 42 — 3. Donc
g est solution de (E). D’ou I’équivalence.
a. L’équation caractéristique associée a I’équation y" —y'—6y = 0 est r?—r—6 = 0.
Onar’—r—6=0< (r+2)(r—3) =0« r = —2our = 3. Donc les solutions

de (Ey) sont les fonctions définies sur R par o — Ae 2%+ Be3®, ot A et B sont
réels.

b. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions définies sur R par
x> Ae ™ + Be® 4 22 —x + 1, oit A et B sont des réels.

Soit f(z) = Ae ™ 4+ Be** + 22 — x + 1, avec A et B réels a déterminer sa-

chant que f(0) = 1 et f’(0) = 4. Alors f est dérivable et, pour tout =z € R,
f'(z) = —2Ae **+3Be** +2r—1. Do, J(0) & e

£1(0) = 4 —2A+3B-1=4

A+B=0 A=-1
=

—2A+3B =5 B=1
sur R par f(z) = —e 2 +e¥ + 22—z + 1.

. En conclusion, la solution cherchée est définie

Corrigé exercice 129 :

1.

a. La fonction constante y : t — K est dérivable sur R et, pour tout ¢t > 0,
y'(t) = 0. D’ou, pour tout ¢t > 0, ay(t) (1 — %) =aK (1 — %) =0=y(t).
Cette fonction est donc bien solution de (L).

b. Si pour tout ¢ > 0, y(¢) > K alors, pour tout ¢ > 0, % > 1 donc 1 — % <0
d’ott ay(t) (1 - %) < 0 car a > 0 et, pour tout t > 0, y(t) > K > 0. On en

déduit que, dans ce cas, la fonction y est décroissante sur RT. De méme, on

montre que si pour tout t > 0, y(t) < K, alors la fonction y est croissante sur
RT.

! /
2. a. Pour tout t € RT, 2/(t) = (%) — _ v

y(t (y(£)%"
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b. 2= —az+ & & —;’—; = —% + £ &y = ay — y*%, en multipliant les deux

2

membres de ’égalité par —y~. Ainsi, cette équation est équivalente & I’équation

L)y =ay(1-4).
c. Les solutions de 'équation 2z’ = —az + & sont de la forme z : t — Ce™* + %,
ou C est un réel. Ainsi, les solutions de (L) sont les fonctions de la forme
. 1 N , 9 N . . K N
y:t— Goerr o Ol C' est un réel, c’est-a~dire de la forme y : ¢ — 5=, ou
C est un réel.

3. a. yest de la forme y : ¢t — %, ou C est un réel. De plus, y(0) = yo.
Donc, HLKC =y C = I;;yyoo Donc, en conclusion, pour tout t > 0, y(t) =
K

K— —.
1+ Y0 o—at
Yo

b. Comme a > 0, tlim e~ = (. On obtient donc, par produit, somme puis
—+00

quotient, tEI-Elooy(t) =K.
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10 Préparer le bac

Corrigé exercice 130 :

1. L’équation différentielle 3y’ = ay, ot a est un réel non nul, a pour solutions les
fonctions définies sur R par z — Ce®, ou C est une constante réelle. L’équation
(E) : 2y +y = 0 est équivalente a 3y = —%y qui a pour solutions les fonctions
définies sur R par z — Ce~ 2, o C est un réel.

2. a.
b.
C.
3. a
b.

Soit ¢ la fonction définie sur R par o(z) = (ma? + pzr)e™2, ot m et p sont
des réels a déterminer. Alors ¢ est définie et dérivable sur R comme produit
d’une fonction trinéme par la composée d’une fonction affine avec la fonction
exponentielle. Pour tout = € R, ¢'(z) = (2ma + p)e™2 — L(ma? + pr)e 2 =
(—%xz + (2m — g) x+ p) e~ 2. D’otl, @ est solution de (E') si, et seulement si,
pour tout € R, 2¢'(z)+¢(x) = (z+1)e"2 < (—ma+ (dm—p)x+2p+ma’+
dm =1 m = i

2p=1 P=73
502

sur R par p(z) = (T + ’2—”) e~ 2 est une solution particuliére de I'équation (E").

prie 2 = (z+1)e 2 & . Ainsi la fonction ¢ définie

[y

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. Si f est solution de (E’) alors,
pour tout # € R, 2f'(x) + f(z) = (v + 1)e"2. Comme f et ¢ sont dérivables
sur R alors f — ¢ lest aussi et on a, pour tout z € R, 2(f — ¢)'(z) + (f —
p)(x) = 2f'(x) + f(2) = (2¢(2) + ¢(x)) = (v +1)e™2 — (z+ 1)e”% = 0. Donc
f — ¢ est solution de (E). Réciproquement, si f — ¢ est solution de (F) alors
20f—p)+f—p=02f-20+f—p=0&2f+f=20+¢p=(z+1)e 2
donc f est solution de (E’). D’ou I’équivalence.

D’aprés la question 2.b., une solution de (E’) est la somme d’une solution de
(E) et de . D’aprés la question 1., on en déduit que les solutions de (E’) sont

les fonctions définies sur R par = +— <””742 + 35+ C) e~ 2, ot C est un réel.

. Soit h la fonction définie sur R par h(z) = 1(2? +2x)e™ 2. h est dérivable sur R

comme produit d’une fonction trindme par la composée d'une fonction affine

par la fonction exponentielle. Pour tout = € R, #/(z) = (22 4+ 2)e™2 — 1 x
Hx* +2z)e 2 = L (—2?+ 22+ 4)e 2. Puisque £ > 0 et, pour tout = € R,
e"2 > 0 alors A'(x) est du signe de —22 4 2z + 4, soit du signe de a = —1

a Dextérieur de ses racines : 1 — /5 et 1 4+ +/5. Ainsi h est décroissante sur
]—oo; 1-— \/5] et sur [1 + \/5; +o00 [, et est croissante sur [1 — \/5; 1+ \/5}

Ona lim i(mQ + 21) = 400 et, en posant ¢ = —Z, par limite d'une composée,
Tr——00
lim e"2 = lim e’ = +oco. Ainsi, par limite d’un produit lim h(z) = +oco.
T—r—00 t—-+o00 T——00

D’autre part, la limite de h en +o0o est une forme indéterminée du type «
0 X 0o ». On léve I'indétermination en transformant I’écriture de h(z). Pour

z\2 x
tout z € R, h(x) = %Ze_% +Ze72 = @ + 2. On pose alors ¢ = §. On a alors
e2 e2

. 2 . ,
lim ¢ = 400 et, pour tout x € R, h(z) = Z_t + e% Par croissances comparées,
T—r+00

. t .
on a alors lim % = +oo et lim
t——+o0 t—+o0

. . 2 . . 2,
lim £ =0et lim % = 0. Enfin, par limite d'une composée et d'une somme,
t—+oo © t—+oo ©

e

=z = +oo donc, par limite d'un quotient,
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lim h(z) = lim 5+ % =0
T—r+00 t——+o00

4. a. Pourtout z € R, h(z)—g(z) = 1(2*+22—4)e~2 est du signe de z>+2x—4, c’est-
a-dire du signe de @ = 1 a I'extérieur de ses racines : —1 — V5 et —1++/5. Ainsi
Ch, est au-dessus de C, sur les intervalles ]—oo; —1- \/5[ et }—1 +/5: —I—oo[,
et Cp, est en-dessous de C4 sur 'intervalle }—1 — \/5; -1+ \/5[

b. On obtient les courbes ci-dessous.

LY

e

B EEEES SE
aERNRERN,

mEm // EEEEEE
ESEN-dassmsEmEmEsEn

LCH

INEN K""_—_-—‘“‘—--_
| NN B T T
5 4 3 - 1 - : 3 ) aER s
F1-|v5 CilevE ]

Corrigé exercice 131 :

Partie A :

1. Soit f une fonction définie et dérivable sur I = ]0; +ool, solution de (E) : zy —y =
x?e**. Soit ¢ la fonction définie pour tout x € I par g(z) = @ Alors g est dérivable
sur I comme quotient de fonctions dérivables sur I dont le dénominateur ne s’annule
pas sur I. Et, pour tout = € I, ¢'(x) = f/(x)xxﬁ_f(x) = xf/(xgg;f(x) = ‘”Ze;z = ¢e%*. Donc
g est solution de I'équation (E') : y = e**.

2. Les solutions de (E) sont les fonctions définies sur I par z — 3e** + k, ol k est un

fl=) le2x

réel, donc, pour tout x € I, =% = 5e“* + k, ou k est un réel. Ainsi, les solutions de

(E) sont les fonctions définies sur Ipar z — Ze** + kx, avec ol k est un réel.

3. On détermine k tel que f (%) =0& ;lle“%—i-g =0«& §+§ =04 k= —35. Ainsila

fonction f cherchée est la fonction définie sur I par f(z) = 2¢** — So = ze® — Sa.
Partie B :
Pour tout pour z > 0, posons h(z) = fze**—Sx. Alors, pour tout 2 > 0, h(z) = £ (e* —¢)

est dusignedee® —ecar2 > 0.e*—e> 0 e 2l o>l r > % car la fonction
exponentielle est strictement croissante sur ]0; +oo[. En conclusion, h(z) <0< z < 5 et

h(z)>0sz>1 Eth(z)=0&z=1.
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Corrigé exercice 132 :
1. (E) &y = —5y + 3 de solutions définies sur I = [0; 4-o00[ par ¢ — Ce™10 + 30, ol
C' est un réel. On détermine C' tel que v(0) =0 < C 430 = 0 < C = —30. Ainsi,
pour tout t > 0, v(t) = 30 (1 — e’%)

2. a. Lafonction v est dérivable sur I = [0; 400[ comme somme, produit et composée
. . . t
de fonction dérivables sur cet intervalle. Pour tout x > 0, v'(t) = 3e"10 > 0.
Donc v est strictement croissante sur 1.

b. Posons x = —==. On a alors lim x = —oo. D’ot, par limite d'une composée,
t—+o0
lim e"10 = lim e® = 0. Donc, par limite d'une somme puis d’un produit,
t——+o0 T—r—00
tli+m v(t) = 30. La vitesse maximale atteinte par le cycliste est donc de 30
—+0o0
m-s!.
3. Onav'(t) <013 1 <0,leei<te—tan(l)et>—10n(4)~

34,01. Donc au bout de 35 secondes, la v1tesse du cycliste sera stabilisée.

Remarque : si le chapitre sur la fonction logarithme népérien n’a pas encore été
traitée, alors il suffit d’utiliser le tableau de valeurs réalisé a la calculatrice pour
déterminer le résultat.

Corrigé exercice 133 :

1. Soient y une fonction définie, dérivable et strictement positive sur I = [0;30] telle
que y(0) = 0,01 et z la fonction définie sur I par z = 1. Alors z est dérivable sur I et,

pour tout € I, 2/'(t) = —(y(() Donc y est solution de (E) :y = 0,05y(10 — y) avec

y(0) = 0,01 si, et seulement si, pour tout ¢t € I, 2/(t) = —W & 2(t) =

—0,5 x ﬁ + 0,05, c'est-a-dire 2/(t) = —0,5z(t) + 0,05. Et donc si, et seulement
si, z est solution de (E') : 2/ = —0,5z + 0,05. De plus z(0) = ﬁ = 100. D’ou
I’équivalence.

2. a. Lessolutions de (E') sont les fonctions définies sur I par t — Ce™%%+0,1, ou C
est un réel. On détermine C tel que z(0) = 100 < C'+0,1 =100 & C =99, 9.

Ainsi, pour tout ¢ € I, 2(t) = 99,9¢™% + 0,1 et donc y(t) = grge=omro7-

b. y(30) = m ~ 10 donc environ 10 % de la population sera contaminé
au bout d’un mois.

Corrigé exercice 134 :

1. Les solutions de ’équation différentielle (F) : ¢’ + %y =10y = —%y + 10 sont
les fonctions définies sur I = [0; +oo[ par t — Ce™2 + 20, ot C est un réel. On
détermine C tel que f(0) = 220 < C'+20 = 220 < C' = 200. Ainsi, pour tout ¢t € I,
F(t) = 200e~2 + 20.

2. a. La fonction f est dérivable sur I comme produit, somme et composée de fonc-
tions dérivables sur cet intervalle. Et, pour tout ¢t € I, f'(t) = —100e"2 < 0, car
la fonction exponentielle est strictement positive sur R. Ainsi, f est strictement
décroissante sur [.
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b. On pose x = —%. On a alors lim z = —oo. Et par limite d’'une composée
t—+o00
on obtient que lim e 2 = lim e® = 0. D’ou, par limite d’un produit puis
t—+o00 T—r—00

d’une somme, th+m f(t) = 20. La courbe représentative de f admet donc une
—+400

asymptote horizontale d’équation y = 20 en +o00. La température minimale de
I’objet aprés refroidissement est donc de 20 degrés celsius.

a. On obtient la courbe ci-dessous.

Tempégrature (°C) 17T
remptratud CON ||
200 \

150
150- N

\.___ A
50 \.’F"—
' "--_.___.-—-._____‘_____
— |
: g
|
5 -1 -0l5 0 0.5 18 25 35 I 4.5 5 5.5 6 6.5 gl
i . | 2 . %379 ! . i

Temps (heures)

b. On lit graphiquement ’abscisse du point d’intersection de la courbe représen-
tative de f et de la droite d’équation y = 50. On obtient t &~ 3,79. La tempé-
rature de 'objet atteint donc 50 degrés celsius au bout d’environ 3 heures et
47 minutes.

Corrigé exercice 135 :

1.

. La fonction h est de la forme z +— Ce™2

(E'):y +2y =0« y = —2y admet pour solutions les fonctions définies sur R par
z +— Ce 2% ou C est une constante réelle.

* avec C = g . il s’agit donc bien d’une

solution de (E').

Soit g définie sur R par g(z) = —3e™3% alors g est dérivable sur R comme composée
d’une fonction affine par la fonction exponentielle. Pour tout z € R, ¢'(x) = —3 X
(—3)e™3* = 9¢73*. On a donc, pour tout z € R, ¢'(z)+2g(x) = 9e 3" +2x (—3e™3%) =
9737 — 6e™3* = 3e73*. Donc g est bien solution de I'équation différentielle (E) :
Y + 2y = 3e~5%,

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = Ze™2* — 3e™3". Alors f = h + g est

dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R et, pour tout = € R,
F(2) +2f(x) = W(2) + §'(x) + 2h(x) + 29(x) = (R (z) + 2h(z)) + (¢ (x) + 29(2)) =
3e73% d’aprés les questions 2. et 3. Donc, pour tout # € R, f/(z) + 2f(x) = 373 et
donc f est également une solution de (£).
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Corrigé exercice 136 :

Par lecture graphique, on constate que la fonction f est décroissante sur [0; +oo[ donc sa
dérivée f’ doit étre négative sur [0; +oo[. On en déduit que I' est la courbe représentative
de f'.

Autre méthode : La fonction f est positive puis négative donc ses primitives sont crois-
santes puis décroissantes, ce qui correspond & l’allure de la fonction C.
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